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Resumen

Las bandas piezoeléctricas acopladas a vigas han venido siendo objeto de estudio, promovido
especialmente por el interés glogal de las energias limpias. Aunque la tecnologia piezoeléctrica en la
investigacion actual proponga sistemas de recoleccion para dispositivos de baja potencia, se espera que los
avances en esta tecnologia permitan su aumento, de manera que puedan ser aplicados en estructuras de
mayor escala. Por lo tanto, aprovechar la vibracion en vigas para obtener energia eléctrica almacenable es
una cuestion merecidamente valida, y por esta razon, se pretende en este proyecto estudiar algunos
aspectos dinamicos de una banda piezoeléctrica al acoplarse a una viga en voladizo que al ser sometida a
una excitacion armonica permita comprender como es la variacién del voltaje en relacién a la longitud del
piezoeléctrico, la posicién de la excitacion y su frecuencia. Para estos objetivos se emplearon modelos
analiticos y numeéricos para la respuesta del sistema que pudieron validarse experimentalmente.

Palabras clave: banda piezoeléctrica, viga en voladizo, acoplamiento, ecuacion Euler Bernoulli (EB),
método de los elementos finitos (MEF), amortiguamiento, curvatura.

Abstract

The piezoelectric films coupled to beams have been object of study, especially promoted by the global
interest of clean energies. Although the current piezoelectric technology research proposes harvesting
systems for low power devices, it is expected that the advances on this technology allow their growing, to
be applied in larger scale structures. Therefore, taking advantage of vibrational beams for electrical energy
harvesting is an important issue. The object of this project is to study some dynamic aspects of a
piezoelectric film coupled to a cantilever beam with a harmonic excitation, in order to understand the
dependence of the voltage in relation to the length of the piezoelectric film, the position of the excitation
and frequency. Analytical and numerical models were used for the response of the system, and validated
experimentally.

Keywords: piezoelectric film, cantilever beam, coupling, Euler Bernoulli equation (EB), finite elements
method (FEM), damping, curvature.
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1. Introduccidén

Las bandas transductoras piezoeléctricas
permiten la conversion de energia mecénica a
eléctrica solo con su deformacion, si se acopla a
una viga en voladizo oscilante como la de la
figura 1 a partir del empotramiento, el sistema
viga-piezoeléctrico o viga-piezo funcionara
como una viga compuesta, y asi se podria
obtener energia eléctrica almacenable por la
vibracion del sistema.

El voltaje generado por el sistema viga-piezo se
ve afectado al variar pardmetros tanto
geométricos como dinamicos, aungue muchas de
estas variables pueden incidir en la respuesta del
sistema, se hizo especial énfasis en este proyecto
en el analisis de la variacion de la longitud del
piezoeléctrico Lp, la posicién de la fuerza
armonica excitadora Lr y de su frecuencia Q.
Para esto se hallé la respuesta en voltaje tedrica
del sistema al igual que la experimental con el
fin de analizar y validar los resultados.

2. Fundamentacion teérica

Para obtener un modelo tedrico del voltaje
generado por el sistema viga-piezo se debera
calcular en primer lugar, la respuesta dinamica
de la viga y(x, t) que puede calcularse
analiticamente con la ecuacion Euler-Bernoulli
(EB) o numéricamente con el Método de los
Elementos Finitos (MEF); en segundo lugar,
debera obtenerse el momento flexionante M(x, t)
actuante en la viga, calculando la curvatura de la
viga como segunda derivada de la respuesta
dindmica respecto al dominio espacial, y en
tercer lugar, se calcularan los esfuerzos
flexionantes o, en la banda piezoeléctrica
considerando el sistema viga-piezo como un
modelo de viga compuesto; para finalmente,
calcular el voltaje producido por el sistema con
la ecuacion:

V =go,h, 1)

Donde g se define como la constante de tension
piezoeléctrica.

2.1 Respuesta dinamica analitica de la
viga por ecuacion Euler-Bernoulli (EB)

La ecuacién Euler-Bernoulli (2) es una Ecuacién
Diferencial Parcial (EDP) lineal que tiene como
variable dependiente la deflexion y, y variables
independientes la dimension longitudinal de la
viga x y el tiempo t.

Plx, t) = Fgsenifit) 6(x —Lg)
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Figura 1. Sistema viga-piezoeléctrico.
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En su forma homogénea (2) se pueden obtener

los valores propios y funciones propias de la

viga, a partir de su solucion espacial.

Escribiendo esta en notacion primada se obtiene:
pPA

yP+Ey=0 o ¢t =T @

La solucion particular de (3) es el producto de la
respuesta espacial X y la respuesta en el tiempo
T:

y=XT (4)

Al derivar (4) respecto al nimero del orden de
las derivadas en (3) tanto para el tiempo como
para el espacio y reemplazando se llega a la
separacién de variables:

X T

EI N ®

Donde la constante de separacion w? se define
como el cuadrado de la frecuencia natural de
oscilacion de la viga. Por lo tanto, la ecuacion
gueda desacoplada en dos Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias (EDO) homogéneas:
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X® —piX =0 - p* = Pw?
T+ w?T=0 ©)

La solucion general de la EDO espacial es:

X(x) = Asen(Bx) + Bcos(Bx)
+ Csenh(Bx) )
+ Dcosh(Bx)

Las constantes en (7) se pueden obtener con las
condiciones de frontera para una viga en
voladizo que son:

y(0,t) =X(0) =0

908 _ X'(0)=0
ax
a’y(Lt)y ML) _ 8)
e~ m X D=0

éywey v
o~ m X W=0
Al evaluar las condiciones de frontera en (7) se
obtiene un sistema de ecuaciones lineales que al
solucionarlo se cancelan las constantes quedando
la ecuacion trascendente:

cos(BL)cosh(BL) +1 =0 9)

Esta expresion puede resolverse con el método
numérico Newton-Raphson y obtenerse las
raices L también llamadas valores propios que
pueden verse en la tabla 1. Del coeficiente de la
EDO espacial (6) y con los valores propios
puede obtenerse las frecuencias resonantes de la
viga con:

EI

W, = ﬁlz’l ﬁ (10)

Como los wvalores propios son infinitos
(subindice n, para n valores propios), la viga
tiene infinitas frecuencias resonantes, y por
consiguiente infinitas funciones propias. Las
funciones propias se definen al dejar la solucién
general (7) en funcién de cualquiera de sus
constantes, en este caso de B, que queda
indefinida:

Xa(x) = Bpf[cos(Bnx) — cosh(Bx)] (11)
- an[sen(ﬁnx) - Senh(ﬂnx)]}

Donde:

Tabla 1. Raices o valores propios de la funcion propia
X, (x) para una viga en voladizo.

BnL
1,87510406871196
4,69409113297417
7,85475743823761

10,99554073487550
14,13716839104650
2n-1)m
2

a b~ W DN RIS

_ cos(BylL) + cosh(B,L)
"~ sen(B,L) + senh(B,L) (12)

Al evaluar la funcién propia para cada valor
propio en x, se obtienen los modos de vibracion
de la viga graficados del modo 1 al 5 en la figura
2.

g_%G)
L iy, —e—modo 1
05 modo 2
0 ¥ —a—modo3
-0,5 13 —m—modo 4
-1 #-modo 5
-1,5
o 2 ]

Figura 2. Modos de vibracién del 1 al 5 para una viga en
voladizo.

Al obtener los valores y funciones propias de la
viga, se puede resolver la EDP EB para
respuesta forzada de caracter armonico:

F
y® +cy = E—(I)sen(ﬂt)S(x —Lp) (13)
La constante de la funcién propia (11) se puede

normalizar con la expresion:

L

L
fhmhmw=jMMWM=l (14)
0 0
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Al derivar (4) respecto al nimero de orden de las
derivadas de (13) y al reemplazar la derivada de

cuarto orden espacial por la expresion X =
B*X de (6) y factorizando se llega a la expresion:

.. F
(Tn + WiT,)X, = p—;sen(ﬂt)S(x —Lp) (15)

Al reemplazar la solucion espacial indefinida por
la expresion normalizada:

1 1 16
Xn(x) = ByN,(x) = WNn(x) = \]D:nN"(x) (16)

Con (14) y al multiplicar en ambos lados por
fOLXN dx se llega a:

L L 17
(T + wﬁT")fD XyXydx = I%sen(!lt) -fo 8(x — Lp) Xydx (7

Las integrales pueden resolverse con el principio
de normalizacion de funciones propias (14) y
con el teorema fundamental del calculo. Una vez
desacoplada (17) puede introducirse el
amortiguamiento viscoso modal y reemplazando
MF por f,, se llega a la EDO no
pA D
homogénea:

T, + 2¢,@,T + @2T, = fo,sen(@t) O

Su solucioén es:

T, (t) = e $»“nt[C cos(wp, t) + Crsen(wp, t)] (19)
+ Acos(Qt) + Bsen(Qt)

Donde:

A= =280, 2f on B = (wﬁ - -Qz)fOn
T @07+ 200,27 Y U T (@2 - 02 + (20,0,0)?

Y la frecuencia amortiguada es:

an=an1_{121

La constante C; y C, se hallan con las
condiciones iniciales:

T,(0)=0 ; T,(0)=0 (20)

Al aplicarlas en (19) se obtiene que:

~AS,w, — B2 (21)

Ci=-4 ; C=—"""——
Wpn

Al tener la respuesta en el tiempo (19) y la

espacial normalizada (16) se llega a la solucion
particular completa, por lo tanto, la respuesta
dindmica de la viga seria una combinacion de
infinitos modos definidos por las funciones
propias normalizadas multiplicadas por las
repuestas modales en el tiempo:

Y8 = ) Tu®Xy()
n=1

2.2 Respuesta dinamica discreta por el
Método de los Elementos Finitos (MEF)

El elemento finito viga unidimensional (figura 3)
tiene dos extremos definidos como nodos, cada
uno de estos posee dos grados de libertad
variables en el tiempo uno es el desplazamiento
vertical o deflexion y el otro la pendiente o
angulo de giro. El elemento se rige estaticamente
por la ecuacion diferencial con ET constante:

oy @)

Figura 3. Elemento finito unidimensional para una viga
con El constante.

La solucion de (23) tomando como condiciones
de frontera los grados de libertad variables en el
tiempo de la figura 3 es:
y(x,t) = (%;\? —lizxz + 1) u () + (llzx:‘ - %xz + x) u, ()
+ (lizxz - lisxg‘) uz(t) + (llzx:‘ - %xz) u, (t)

La solucién espacial en (24) se obtiene por
interpolacién de los polinomios de tercer grado
también conocidos como polinomios Hermite
que multiplican la respuesta en el tiempo
definida por los grados de libertad del elemento
finito. Para encontrar una expresion de la
respuesta dindmica en el tiempo del elemento

(22)

3

(24)
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finito viga se debe obtener su matriz de rigidez
[K] y de masa [M]. Por métodos energéticos se
puede obtener la matriz de rigidez empleando la
energia de deformacion por flexion del elemento
viga con la expresion:

o= [E(E) 4 @
)y 2 \dx? o
Que puede escribirse matricialmente con la
expresion:

1
U(®) = 5 [l [K][u] )

Donde la matriz de rigidez es:

12 6l -12 6l
K] = EIf 61 412 —-61 212 (27)
B|-12 —-61 12 —e6l
6l 21> -6l 4I7

Con la energia cinética del elemento viga se
obtiene la matriz de masa:

Ex ;pA f (‘Z ) dx (28)

Que puede escribirse matricialmente con la
expresion:

1
U(e) = [l M) ] )

Donde la matriz de masa es:

", 156 221 54 —131l

pAL 221 412 131 -3

(M] = 420 54 131 156 —221 (30)
—131 —-312 -—-221 4P

Varios elementos finitos pueden componer una
malla de elementos unidos en serie por los
nodos, en la figura 4 se muestra la malla de
elementos que conforman el sistema viga en
voladizo, como el MEF es un método discreto es
de mencionar que a mayor numero de elementos
conforme la malla mayor convergencia habra
con la respuesta analitica, por razones practicas
para este estudio se empled una malla de 5
elementos finitos. La matriz de rigidez para este
sistema o malla de elementos finitos se ensambla

superponiendo las entradas de las matrices de
dos elementos continuos en los nodos, de manera
que el ndmero de filas y columnas de la matriz
tendria el mismo nimero de grados de libertad
del sistema; si se tiene en cuenta las condiciones
de frontera en el empotramiento donde la
deflexion y el giro son nulos, la matriz de rigidez
queda definida para un tamafio 10x10, lo mismo
ocurre con la matriz de masa. Hay que tener en
cuenta que todos los elementos finitos se
encuentran en coordenadas globales, por lo que
no se necesita aplicar matrices de
transformacion.

Figura 4. Malla de elementos finitos del sistema viga en
voladizo con carga arménica aplicada en el elemento e,.

Obtenidas las matrices de rigidez y de masa del
sistema pueden obtenerse los valores propios
A; = w? que equivalen al cuadrado de las
frecuencias modales con la expresion:

det|[[K]— A[M]] =0 (31)

Obtenidos los valores propios se obtienen los
vectores propios 0 modos de vibracion {¢™}
con:

(K] - w?[M]|{0™) = (0} (32)

Como las amplitudes de los vectores propios son
arbitrarias deben estos normalizarse respecto a la
matriz de masa:

(33)

{o}, =

{0}

J{w@}f{M o™}

Normalizados los vectores se pueden organizar y
obtener de esta manera la matriz modal:

o] = [{¢(1)}N| {(p(Z)}N| |{(p(10)}1v] 9
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Obtenida la matriz modal se puede obtener la
respuesta en el tiempo con la ecuacion clasica de
equilibrio dindmico matricial:

[M]{it} + [K{u} = {F(8)} (35)

La solucién de este sistema de ecuaciones
diferenciales es:

{u(®} = [@]{U®)} (36)
{u®} = [0 (®)}

Al reemplazar (36) en (35) y al multiplicar por
[@]7 se llega a:
[@]T[M][@|{U®)} + [

=[® ]T{F (t)}

Donde el vector fuerza excitadora armonica
multiplicado por [®]7 equivale a:

Kl[el{uw} ¢N

4

" S DWy(Le — D| Fosen@0)

j=1

'

0% (2, ;L — )| Fosen(Qt)

=
Il
-

(38)
[@]"{F(©)} =

M-p

o33, DYj(Lg — )| Fosen(Qt)

=
Il
-

4

Z 10010, ), Ly —

)| Fosen(2t)

Al aplicar el principio de ortogonalidad
[@]"[M][®] = [1]y [@]"[K][®] = [w?] en (37)
se llega al desacople del sistema de ecuaciones
diferenciales (35), y por consiguiente aplicar la
matriz de amortiguamiento:

H{U@®} + [2¢w]{U®)} + [w?]{U@®)} (39)
[¢]’{F(t)}

Al solucionar el sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias no homogéneo (39) se
obtiene la respuesta en el tiempo de cada grado
de libertad del sistema malla de elementos
finitos de la figura 4. Por lo tanto, la respuesta
dinamica del sistema viga en voladizo para 5
elementos excitados armoénicamente sobre e, es
la funcion por partes (40), donde cada parte es la
solucion de cada elemento. Es de tener en
cuenta, que la excitacion armoénica se puede
aplicar sobre cualquier elemento, asi que la

respuesta dindmica dependerd de la variacion de
la posicion de la fuerza excitadora sobre los
otros elementos afectando directamente (38).

M)~

Pl (u,@); 0<sx<1
1

N

P2(x — Duy, () ; 1< x<21
1

(40)

y(x,t) = PYr(x = 2Dup, (1) 5 21<x <31

Pi(x—3Du,(t) ; 3l<x<4l

D1 ED]=

n=1

M-a-

P3(x — 4Du,,g(t) ; 4l <x <5l

n=1

2.3 Acoplamiento viga-piezo y respuesta
en voltaje del sistema

La curvatura para el sistema de viga compuesto
se obtiene con la expresion:

B M (t) (41)
EyL,c + Epl,,

Donde las inercias de la viga I, y del
piezoeléctrico I,,. se calculan con el teorema de
los ejes paralelos a partir de la seccion
transversal compuesta de la figura 5. El
momento flexionante en (41) se define a partir
de la seccion acoplada:

L 2
M) = E,LE(E) = EL f P(ﬂ y(x, t)) A (42)
p Jo

ax?
y
h Piezo 2
A hy
z Eje Neutro
h
hy
Viga
rh=t 1
@

Figura 5. Seccion transversal viga compuesta.

Con las expresiones (41) y (42) pueden
obtenerse los esfuerzos actuantes en el
piezoeléctrico como resultado de la respuesta
dinamica analitica (22) o discreta (40) de la viga
a una excitacion arménica con:




V() =—
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op = —KypE, (43)

Donde la distancia desde eje neutro del sistema
compuesto al centroide en el eje y del
piezoeléctrico se  define como y, =
(h, —0,5h,). Por lo tanto, la respuesta en
voltaje del sistema viga-piezo queda definida
segun (1) como:

ho\T1 (1p (By(x,t
gs1hy EpE,l, (h2 - TP) [ﬁ IR ( %) dx]

Eylyc + Eplp. (44)

2.5 Amortiguamiento Rayleigh

Por lo visto, las respuestas dinamicas tanto
analitica (22) como discreta (40) suponen que
cada modo tiene su propio amortiguamiento, el
calculo de cada uno de estos se definen por la
expresion:

g, = Wy — Wg (45)
n 2w,

A partir de cada méaximo de la FFT de la
respuesta dindmica de la viga a un pulso § de
Dirac, como se muestra en la figura 6.

7 (0)

7 (0.)

(0.)
A

=

P <
0; 0,07 o
Figura 6. Maximo de una FFT en funcién de una
frecuencia resonante w,.

Del célculo de dos amortiguamientos modales se
pueden obtener las constantes a« y £ de
amortiguamiento Rayleigh con la expresion:

a Po, (46)

= ; =1,2,3,..
(n an+ > ;paran ,2,3,

Quedando definido con (46) el amortiguamiento
de cualquier modo en funcion de las frecuencias
resonantes w,.

3. RESULTADOS

Los resultados experimentales se obtuvieron a
partir del montaje de la figura 7 que se compone
principalmente de una  estructura de
empotramiento en concreto, una platina de acero
inoxidable que actla como viga en voladizo con
una longitud desde la base de 70cm, una banda
piezoeléctrica PVDF de 15,6cm de longitud, un
osciloscopio, un excitador modal
electromagnético, un amplificador, un generador
de frecuencias y una fuente de poder.

| J o

|

e
T:W'.owli
)
L=, wodd .
L= oof I
4=, ®od .

L=, o I

| extmtor o s |~

Figura 7. Montaje experimental.

—
.

A partir de las pruebas de respuesta a un pulso &
de Dirac, se obtuvieron 50 muestras de FFT
extraidas del osciloscopio y una vez
promediadas, y empleando los conceptos del
capitulo 2.5, se llegb a que el valor del
amortiguamiento de los modos 1y 2 es de:

7, =0,0251 (47)
{, = 0,00453 (48)

Y las constantes @« y B de amortiguamiento
Rayleigh equivalentes a:

a=0,105Hz (49)
B=1721+10"5Hz1 (50)

Al ser el modo 1y 2 los que mas contribuyen a
la respuesta dindmica del sistema se pueden
tomar (49) y (50) como validos para definir el
amortiguamiento Rayleigh de la expresion (46).
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Al Tomar (10) y (46) se puede obtener la
siguiente expresion para definir el mddulo de
elasticidad de la viga:

48m?plL* (51)

2
W((ni\/(ﬁ—ﬁ“z)

Y al evaluar esta para (47) o (48), (49) y (50), se
llega al valor:

E%((n: Bn) =

E=181,1GPa (52)
Muy caracteristico de los aceros inoxidables.

Para el experimento de respuesta en voltaje del
sistema a una excitacion armoénica, lo que se
hizo fue wvariar para cada longitud de
piezoeléctrico Ly, = 0,156m, L, = 0,125m y
L,z = 0,096m la posicion del excitador modal
Lr para las medidas de 0,15m; 0,25; 0,35m;
0,45m; 055m y 0,65m a partir del
empotramiento; y para cada una de estas se
excitd el sistema para las 3 primeras frecuencias

resonantes Q = w,, ademas de las frecuencias
Q=w, +0,1Hz y una frecuencia intermedia
entre frecuencias resonantes w,, < Q < wW,4+1.

En la figura 8 generada con el software Matlab
se  muestran las  graficas  V,, vs.Q
Experimentales y tedricas para respuesta de la
viga analitica (Euler-Bernoulli) y discreta
(MEF), para una posicion del excitador de
Lr =0,15m y una longitud de piezoeléctrico
Lp1, Lpz Y Lys, también es de mencionar que los
valores V,,, se miden a partir de los resultados en
respuesta estable y que las gréaficas deben
normalizarse por desconocer la magnitud de la
fuerza excitadora (limitante del equipo).

En la figura 9 se observa la variacion de la
curvatura de la viga en la seccidn de acople en
funcion de la longitud del piezoeléctrico L,
expresada en la ecuacion (42) como k. Al
conocerse que la respuesta en voltaje del sistema

LP=0,156m; LF=0,15m

1

E T
E =—\/pp Euler-Bernoulli
09— E- Vpp MEF
E L Vpp experimental
os— g
-3
07— | 3 4
& osl- E _
g £
% 05— = 4
;— 04— % % - 1 . - 7
03— § i : : - 7
ozl & H & : 4
] =
o1 2 7= - - - —
% . = 1‘:4 = o 2o BT S I B B
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Figura 8. Graficas T,

30
Frecuencia excitadora (Hz)

50 60

o v normalizadas donde se compara el @ experimental con los

G tedricos Euler-Bernoulli y MEF (con 5 elementos finitos) para 4_=0,156m; 0,125m y
0,094m; a una posicion de excitacion =lﬁ:O,15m en movimiento forzado arménico. Para
=181,1GPa y constantes de amortiguamiento | yf .
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viga-piezo es directamente proporcional a #,
puede tomarse esta variable como un indicador
del comportamiento de la grafica V,, vs.L,. A
falta de medidas experimentales para

LF=0,15m

modelos  tedricos a partir de la respuesta
dindmica de la viga analitica (EB) y discreta
(MEF).
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4. CONCLUSIONES
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resonancia modal w, han sido las que
mayor respuesta en voltaje ha
entregado el sistema viga-piezo. Las
amplitudes en voltaje a estas respuestas
dependen de las propiedades innatas
del sistema como las razones de
7 amortiguamiento modal ¢, la longitud
de la banda piezoeléctrica L, y de la
posicién del excitador modal L.
Validando los resultados
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,  experimentales con los teoricos a
1 través del software Matlab (figura 8).

s El voltaje maximo en el sistema en
funcibn de la  longitud  del
piezoeléctrico Lp se registro en los
puntos de mayor curvatura, es decir en
aquellos del dominio de la viga mas
cercanos al empotramiento, esto pudo
observarse en la figura 9 generada a
partir del modelo analitico de curvatura

0 1] 02 03 04
Posicion fuerza armonica externa LF (m)

Figura 10. Gréficaw U i 0 experimental y tedrica con una frecuencia de

excitacion equivalenteam=7 ,.

proporcionar una grafica V,, vs. L, concluyente,
principalmente por no encontrar en el mercado
una banda piezoeléctrica que cubra toda la
longitud de la viga, tuvo que generarse la grafica
de la figura 9 a partir del modelo tedrico
analitico con el software Matlab.

Por dltimo, en la figura 10 se observa el
comportamiento del voltaje del sistema viga-
piezo normalizado al variar la posicion del
excitador modal Lr a una frecuencia Q = w,,
donde se  contrastan los  resultados
experimentales para Ly,q, L,z Yy Lpz con los

oy validarse experimentalmente en la

figura 8 respecto al aumento de

amplitud en voltaje en la frecuencia

w3 al ir haciendo mas pequefia la
medida del piezoeléctrico. También se
encontraron valores maximos locales de
curvatura donde los puntos Lp se acercan a las
raices del modo de respuesta. Por otro lado se
observa, que no se produce voltaje en los puntos
Lp en que la curvatura es nula, es decir, en
puntos coincidentes con cualquier maximo
modal. Por Gltimo, es de aclarar que estas
conclusiones se fundamentan en el modelo de
curvatura analitica, por lo tanto, se necesita de
una prueba experimental que las valide en todo
el dominio.
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La respuesta en voltaje del sistema viga-piezo a
cambios en la posicién del excitador Lp en un
movimiento forzado armonico sometido a
frecuencias de resonancia modal, obedece en
proporcion geométrica al modo de respuesta,
como se muestra en la figura 10 para el segundo
modo (o para cualquier modo). Esto significa de
manera general que el maximo en voltaje se
obtiene al excitar el sistema en los puntos de
longitud de la viga donde se encuentren el
maximo absoluto Lp = L y los m&ximos locales
de los modos. Al ir variando el voltaje en
proporcion a las deflexiones del modo de
respuesta se encuentra que la excitacion no
genera ninguna acciéon dindmica al aplicarse a
una distancia L coincidente con cualquiera de
sus raices, esto pudo evidenciarse y validarse en
la figura 10 con métodos experimentales y
teoricos.
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