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Resumen

En este proyecto de grado se considera el estudio analítico y numérico de la ecuación diferencial tipo

Liénard con retraso:

ẍ +γẋ +x −u = 4βV 2(t ,ϕ(ẋ(t ), ẋτ(t )))x

(1−x2)2 , x ∈]−1,1[, u ∈ [0,1[ (1)

en donde V =V (t ) es una función continua y periódica,ϕ(ẋ(t ), ẋτ(t )) =G(ẋ(t−τ)−ẋ(t )), G ∈R yγ,β ∈R+.

La ecuación diferencial (1) describe el movimiento del electrodo móvil (finger) en el actuador micro-

electro-mecánico conocido como Comb-drive finger cuya dinámica global contempla la presencia de

una fuerza restauradora lineal, la fuerza electrostática generada por la fuente de voltaje V (t ) entre los

electrodos y el efecto de un retraso temporal τ≥ 0 debido a un controlador realimentado (feedback), el

cual actúa directamente sobre la velocidad del electrodo móvil. Las técnicas matemáticas consideradas

para nuestro análisis abarcan el análisis de ecuaciones lineales con retraso temporal, el método de per-

turbación de múltiple escalas y el teorema de la función implícita en espacios de Banach.

Palabras Claves: Ecuaciones tipo Liénard con retraso, análisis real, soluciones periódicas, actuadores

micro electromecánicos, método de perturbación en múltiples escalas, teorema de función implícita en

espacios de Banach.



Abstract

This proposal presents an analytical and numerical study of the time-delay Liénard differential equation:

ẍ +γẋ +x −u = 4βV 2(t ,ϕ(ẋ(t ), ẋτ(t )))x

(1−x2)2 , x ∈]−1,1[, u ∈ [0,1[, (2)

where V = V (t ) is a continuous and periodic function, ϕ(ẋ(t ), ẋτ(t )) = G(ẋ(t − τ) − ẋ(t )), G ∈ R and

γ,β ∈ R+. The differential equation (2) describes the motion of the moveable electrode (finger) in the

micro-electro-mechanical actuator known as Comb-drive finger in the micro-electromechanical actua-

tor whose global dynamics consider the presence of a linear restoring force, the electrostatic force ge-

nerated by the voltage source V (t ) between the electrodes and the effect of a time delay τ ≥ 0 due to a

feedback controller acting directly in the speed of the moveable electrode. The mathematical techniques

considered for our analysis include the analysis of time-delayed linear equations, the implicit function

theorem in Banach spaces, and the perturbation method of multiple scales.

Keywords: Liénard-type equations with delay, real analysis, periodic solutions, microelectromechanical

actuators, peturbation method of multiple-scale, implicit function theorem in Banach Spaces.
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1. Introducción y Planteamiento del Problema

1-1. Sistemas micro-electromecánicos

1-1-1. Actuador tipo Comb-drive con retraso

Los sistemas microelectromecánicos, o conocidos por el acrónimo Micro-electromechanical systems

(MEMS), es una actual clasificación de la tecnología dedicada a diseñar y fabricar dispositivos o sistemas

integrados muy pequeños (su dimensión física varía en un rango de 10−6m a 10−3m) los cuales combi-

nan componentes mecánicos y electromecánicos, ver [29, 31]. Desde mediados de la década de 1950,

con la comercialización de los manómetros de silicio, los MEMS ha recorrido un largo y rápido camino

desde el laboratorio hasta el usuario común y en la actualidad están integrados en una amplia varie-

dad de dispositivos con diversas aplicaciones, desde las más simples (sensores de temperatura) hasta

las más complejas (bio-chips para la detección de agentes químicos y biológicos peligrosos, giroscopios

y acelerómetros). Se puede afirmar que los MEMS cubren dos procesos principales, detección y movi-

miento. Entre las diversas aplicaciones de estos dispositivos tenemos, por ejemplo, sensores de bolsas

de aire para vehículos, sensores de nivel de combustible y presión de vapor, cabezales de impresión de

inyección de tinta, sensores de presión arterial, prótesis, osciladores controlados por voltaje (VCO), con-

trol de municiones y control de vuelo. Un resumen más completo y reciente de la literatura en MEMS

y sus aplicaciones puede verse en [29, 31] y en las referencias que allí se citan. Hasta donde sabemos,

fue en 1967 H.C. Nathanson y sus colaboradores presentan en [17] el primer modelo matemático de un

actuador electrostático de placas paralelas con interacción elástico-electrostática, enfocando su trabajo

en el estudio analítico y numérico del voltaje de activación que induce efectos de inestabilidad en la ac-

tivación del dispositivo. Dicho voltaje de crítico es conocido como voltaje pull-in, el cual denotamos por

vpull. Cuando se llega a este valor crítico, un efecto mecánico es la posible colisión entre los electrodos

fijo y móvil, lo que equivale a daños del dispositivo. Hoy en día, el modelo de Nathanson se ha convertido

en un “modelo canónico” entre los modelos dinámicos sobre MEMS, con una gran cantidad de artículos

dedicados a su estudio analítico y numérico. Véase, por ejemplo los artículos [11, 17, 20, 4, 31].

Otro interesante actuador electrostático cuya configuración es similar al actuador de placas paralelas

de Nathanson es el actuador electrostático conocido en la literatura como Comb-drive finger o bien ac-

tuador tipo peine. El diseño básico del actuador tipo peine consiste en dos electrodos fijos y en medio

de ellos un electrodo móvil el cual se mueve en la dirección ortogonal o paralela al eje de los electrodos

fijos. Todo el dispositivo es sometido a una fuente de voltaje V (s) la cual en algunos casos es una fuente

constante (fuente que induce una corriente directa) o puede ser periódica (fuente que induce una co-

rriente alterna). El actuador tipo peine tiene una amplia gama de aplicaciones, las cuales, al igual que

el modelo de Nathanson, se centran en detección y actuación. Entre sus aplicaciones más frecuentes

tenemos: Sensores resonantes, acelerómetros y dispositivos de comunicación óptica. La configuración
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precisa de un actuador electrostático tipo peine con movimiento ortogonal del electrodo móvil se ilustra

en la siguiente figura.

Figura 1. Esquema de un actuador electrostático tipo peine (Comb-drive finger actuator). Gráfica toma-

da de [27].

Se puede comprobar que la ecuación diferencial que gobierna el movimiento del electrodo móvil de

masa m ubicado en medio de los electrodos fijos a una distancia equidistante d , unido a un resorte con

coeficiente de rigidez lineal k, moviéndose de derecha e izquierda debido a las fuerzas electrostáticas

generadas por una misma fuente de voltaje V (s) está dada por

mx̂ ′′+ cx̂ ′+kx̂ = ϵ(Le)V 2(s)

2

( 1

(d − x̂)2 − 1

(d + x̂)2

)
, (3)

donde x̂ ′′ = x̂ ′′(s) representa la aceleración inducida en el electrodo móvil, c es el coeficiente de amorti-

guamiento lineal, L,e son parámetros de fabricación y configuración del actuador y ϵdenota la constante

dieléctrica del medio entre los electrodos. Debido en parte a la diminutas dimensiones del dispositivo,

en el proceso de fabricación existen pequeñas desviaciones del electrodo móvil desde el punto medio

entre los electrodos fijos (x̂ = 0). Si se asume una desviación con magnitud û > 0, se puede comprobar

que la ecuación en la forma

mx̂ ′′+ cx̂ ′+kx̂ = ϵ(Le)V 2(s)

2

( 1

(d − (x̂ + û)2 − 1

(d + (x̂ + û))2

)
. (4)

Por medio del cambio de variables

x̂ = xd − û, s = tT , T =
√

m

k
, (5)

la ecuación (4) puede escribirse en la forma

ẍ +γẋ +x −u = 4βV 2(t )x

(1−x2)2 , x ∈]−1,1[, u ∈ [0,1[, (6)
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con

γ= c

T k
= cp

mk
, u = û

d
, V (t ) = V (tT ) y β= ϵLe

2kd 3 .

En este documento, vamos a considerar una fuente de voltaje tipo DC-AC, V (t ) de la forma

V (t ) = v0 +δv(t ), (7)

con v0 ∈R+ (DC -fuente de voltaje directo) y v(t ) ∈C (R/TZ) de promedio cero. El voltaje V se asume no

negativo, en consecuencia δ ∈ [0,−v0/vmı́n[ en donde:

vmáx := máx
t∈[0,T ]

v(t ), vmı́n := mı́n
t∈[0,T ]

v(t ).

Entre los distintos fenómenos dinámicos que emergen frecuentemente en el estudio analítico, numérico

y práctico en los dispositivos tipo MEMS queremos resaltar es el retraso, el cual puede ser inducido en

el sistema por medio de controladores o simplemente desde su mismo diseño. A continuación vamos

presentamos una breve introducción a este fenómeno en MEMS.

1-1-2. Efectos de un controlador retroalimentado

Los MEMS con retraso temporal aparecen frecuentemente en aplicaciones prácticas de ingeniería de

control. En los actuadores electrostáticos estos fenómenos de retardo temporal son inherentes al dis-

positivo o puede ser inducido por diseño. Con el creciente propósito de mejorar el desempeño de estos

dispositivos en sensibilidad y actuación la estabilidad del mismo juega un papel fundamental, pues de

no ser tenido en cuenta, el comportamiento global del sistema puede llegar a degradarse hasta el efec-

to de inestabilidad lateral o equivalentemente hasta el efecto pull-in. Por lo que existe la necesidad de

un control activo que mejore el desempeño y la estabilidad de los actuadores. Una de las técnicas para

mejorar el desempeño de este tipo de dispositivos es el uso de controladores retroalimentados con re-

traso en el tiempo introducido por Pyragas [21], el cual lo utilizó para estabilizar soluciones periódicas

en sistemas caóticos. La señal de salida de este tipo de controlador es un valor retrasado de la salida del

sistema al que se le sustrae la salida actual del mismo (ver Figura 2).

Figura 2. Esquema del controlador de velocidad retroalimentado.
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Supongamos que queremos aplicar este controlador retro-alimentado con retraso τ≥ 0 en la velocidad

al actuador tipo peine (6) modificando la señal de entrada del voltaje, tal como sugiere el esquema de la

figura anterior, es decir

V (t ) →V (t ,ϕ(ẋ(t ), ẋτ(t ))), con ϕ(ẋ(t ), ẋτ(t )) =G(ẋ(t −τ)− ẋ(t )), G ∈R.

El parámetro G se identifica como la “ganancia” 1 del controlador. En este caso, la ecuación (6) queda en

la forma:

ẍ +γẋ +x −u = 4βV 2(t ,ϕ(ẋ(t ), ẋτ(t )))x

(1−x2)2 , x ∈]−1,1[, u ∈ [0,1[, (8)

la cual corresponde a una ecuación diferencial tipo Liénard con retraso temporal.

Este proyecto de grado considera el estudio analítico y numérico de la dinámica de la ecuación diferen-

cial (8) y en particular la existencia y estabilidad de soluciones periódicas de signo constante por medio

de métodos de continuación local, como por ejemplo una adecuada formulación del teorema de la fun-

ción implícita en espacios de Banach (ver [1, 18, 14, 30]). De manera más precisa, se desea dar respuesta

a las siguientes preguntas de investigación:

P1 ¿Existen soluciones periódicas con signo constante para (8) para pequeños valores del retardo τ?

De ser positiva la pregunta anterior ¿Qué tan grande puede ser el valor del retraso?.

P2 ¿Qué condiciones sobre los parámetros de ganancia G y retardo τ garantizan la estabilidad de los

estados de equilibrio de (8) cuando se asume una fuente de voltaje constante V (t ) = v0, t ∈R.

Si se asume una fuente de voltaje V (t ) = v0+δv(t ),con v(t ) una función T -periódica, v0 =O(1),δ=O(ϵ3),

con ϵ-pequeño, por medio de un análisis de perturbación con la técnica de escalas múltiples queremos

dar respuesta a la siguiente pregunta

P3 Dado un estado de equilibrio x̂ del modelo autónomo asociado a (8) y y(t ) = x(t )− x̂ una per-

turbación con x(t ) solución de (8) ¿Cuál es la respuesta dinámica del actuador (8) a pequeñas

perturbaciones y =O(ϵ) de los estados de equilibrio cuando se asume una ganancia G =O(ϵ2)?.

Hasta donde tenemos conocimiento, este tipo de preguntas para el actuador electrostático tipo Peine no

han sido tratadas en trabajos previos.

Así pues, consideramos que dar respuesta a estas preguntas brindarán un conocimiento más profun-

do sobre la dinámica de los actuadores tipo Comb-drive finger en presencia de los efectos de retardo

por medio de controladores retro alimentados. Un punto importante que resaltar sobre la ecuación (8)

es que la presencia del retardo τ ≥ 0 marca una notable diferencial respecto a las técnicas existentes

para la existencia y estabilidad de soluciones periódicas. Por ejemplo, para la existencia de soluciones

periódicas en ecuaciones diferenciales con retardo, el método de súper y sub-soluciones clásico ya no

funciona más, y no existe hasta donde sabemos una teoría que extienda a este método a ecuaciones con

retraso. Por lo tanto, no podemos aplicar a la ecuación (8) las mismas ideas presentes por ejemplo en

1El parámetro |G| mide esencialmente el efecto del controlador en la dinámica del sistema a través de la medición de la

diferencia entre dos valores de la velocidad en dos tiempos distintos.
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[20, 22, 27] cuando τ > 0 Así mismo, el estudio de la estabilidad de equilibrios y soluciones periódicas

para ecuaciones tipo Liénard con retraso es un tema delicado que en general un estudio más profundo.

Para una mejor lectura, hemos dividido el documento en la siguiente forma. En el capítulo 2 presenta-

mos algunos apuntes sobre las técnicas matemáticas que hemos necesitado para dar alcance a los obje-

tivos de este proyecto. Por ejemplo, ecuaciones diferenciales lineales con retraso, teorema de la función

implícita en espacios de Banach y el método de perturbación de múltiples escalas. En el capítulo 3 se

presentan y se demuestran los resultados principales de este proyecto de grado. De manera más precisa

en la sección 3-1 se da respuesta a las preguntas P2 y P3 mientras que en la sección 3-2 se da respuesta a

la pregunta P1. Finalmente, usando como referencia los valores numéricos de los parámetros de fabrica-

ción para el actuador electrostático tipo Nathanson (ver [17, 11]), en el Capítulo 4 por medio del software

Python y el paquete jitcdde, presentamos una validación numérica de los resultados analíticos sobre

la dinámica de la ecuación diferencial (8) demostrados en el Capítulo 3.



2. Marco teórico

En este capítulo presentamos algunas de las herramientas matemáticas necesarias para alcanzar los ob-

jetivos propuestos en este proyecto de grado. En particular, daremos una breve introducción a las ecua-

ciones diferenciales con retraso, y en mayor medida a los sistemas de ecuaciones autónomas con retraso,

además del método de perturbación en ecuaciones diferenciales conocido como el método de múltiples

escalas. De igual forma, presentamos brevemente uno de los más importantes teoremas de existencia

de funciones conocido como el teorema de la función implícita, junto con su versión en espacios de Ba-

nach. Finalmente mostramos algunos de los resultados sobre la existencia de soluciones periódicas en

el actuador electrostático tipo Nathanson y el actuador electrostático tipo peine.

2-1. Ecuaciones Diferenciales con Retraso

Las ecuaciones diferenciales con retraso Delay Differential Equation (DDE), son un tipo de ecuación di-

ferencial funcional en la cual la derivada de la función desconocida en un momento determinado se

da en términos de los valores de la función en momentos anteriores. Las DDE también se denominan

sistemas de retardo de tiempo, ecuación diferencial retardada en el tiempo o ecuaciones de diferencia

diferencial [2, 26]. Estas se han introducido en la teoría general de las ecuaciones diferenciales con el

propósito de crear modelos más realistas desde muchos procesos que dependen de la historia pasada.

Surgen modelos con retrasos de estado naturalmente al construir interconexiones de retroalimenta-

ción de funciones de transferencia elementales con retrasos de entrada o salida. Es bien sabido que

los argumentos retrasados pueden afectar profundamente el comportamiento de un sistema dinámico

[2, 24, 26], es esta una de las razones por lo que las ecuaciones diferenciales con retraso son modelos

básicos en la teoría de control, marco teórico en donde encuentra cabida este documento. La teoría de

las ecuaciones diferenciales con retraso es muy amplia y sería muy pretencioso que en algunas páginas

se muestre rigurosamente los resultados más fundamentales de tan interesante y hermosa teoría ma-

temática. En nuestro primer acercamiento a este tipo de problemas presentaremos la que quizás sea la

ecuación con retraso más simple

ẋ(t ) =−r x(t −τ). (9)

con r ∈R+ y τ> 0. El signo negativo en la ecuación refleja una “realimentación negativa” en cada instante

de tiempo. Por otro lado, en el caso límite τ= 0 es bien conocido que todas las soluciones monótonas y

dadas por x(t ) = ke−r t con k una constante. En [26], se nos da una fórmula que determina la solución de

(9) asumiendo previamente que

x(t ) = 1, −τ≤ t ≤ 0. (10)

Esto es, la función constante x(t ) = 1 juega el papel de “condición inicial” en el marco de las ecuaciones

diferenciales ordinarias.
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Teorema 1: Ejercicio 2.1 del libro [26]. Considere la ecuación solución (9) y suponga que x(t ) es la solu-

ción que satisface la condición (10). Entonces, x(t ) esta dada por

x(t ) = 1+
n∑

k=1
(−1)k r k [t − (k −1)τ]k

k !
, (n −1)τ≤ t < nτ, n ≥ 1. (11)

Demostración. Siguiendo los pasos presentes en [26], vemos que si t ∈ [0,τ], entonces s = t −τ ∈ [−τ,0].

En consecuencia, por (10) se sigue que

ẋ(t ) =−r x(t −τ) =−r, ∀t ∈ [0,τ].

De aquí un cálculo directo muestra que

x(t ) = x(0)+
∫ t

0
x ′(m)dm = x(0)− r

∫ t

0
dm = 1− r t , ∀t ∈ [0,τ].

Ahora observamos que en el intervalo t ∈ [τ,2τ] se tiene s = t −τ ∈ [0,τ] y así

ẋ(t ) =−r x(t −τ) =−r (1− r (t −τ)), ∀t ∈ [τ,2τ].

De nuevo, una simple integración nos lleva a la conclusión

x(t ) = x(τ)+
∫ t

τ
x ′(m)dm = x(τ)−

∫ t

τ
x(m −τ)dm = 1− rτ−

∫ t

τ
r (1− r (m −τ))dm,

de donde

x(t ) = 1− rτ− r
(
t −τ)+ r 2

2

(
t 2 −τ2)+ r 2τ

(
t −τ)= 1− r t

r 2

2

(
t −τ)2, ∀t ∈ [τ,2τ].

Para este paso debemos suponer que es cierta la fórmula propuesta en [26] (para el caso r = 1.) Por lo

tanto, las soluciones de (9) están dadas por (11), más específicamente se debe suponer que las soluciones

dadas por (11) son ciertas en un intervalo t ∈ [nτ, (n +1)τ], obteniendo así

x(t ) = 1+
n∑

k=1
(−1)k r k [nτ− (k −1)τ]k

k !
− r

(
t −nτ+

n∑
k=1

(−1)k r k

k !

(m −kτ)k+1

(k +1)

∣∣∣∣∣
t

nτ

)
,

x(t ) = 1− r t +
n∑

k=2
(−1)k r k [nτ− (k −1)τ]k

k !
+

n∑
k=1

(−1)k+1r k+1

k !

(m −kτ)k+1

(k +1)!

∣∣∣∣∣
t

nτ

.

Un cálculo directo prueba lo siguiente

n∑
k=2

(−1)k r k [nτ− (k −1)τ]k

k !
=

n∑
j=1

(−1) j+1r j+1 [nτ− jτ] j+1

( j +1)!
,

por lo tanto

x(t ) = 1− r t +
n∑

j=1
(−1) j+1r j+1 [nτ− jτ] j+1

( j +1)!
+

n∑
k=1

(−1)k+1r k+1

k !

(m −kτ)k+1

(k +1)

∣∣∣∣∣
t

nτ

,

x(t ) = 1− r t +
n∑

j=1
(−1) j+1r j+1 [nτ− jτ] j+1

( j +1)!
+

n∑
k=1

(−1)k+1r k+1

k !

[
(t −kτ)k+1

(k +1)
− (nτ−kτ)k+1

(k +1)

]
,

x(t ) = 1− r t +
n∑

j=1
(−1) j+1r j+1 [nτ− jτ] j+1

( j +1)!
+

n∑
k=1

(−1)k+1r k+1 (t −kτ)k+1

(k +1)!
−

n∑
k=1

(−1)k+1r k+1 (nτ−kτ)k+1

(k +1)!
,

x(t ) = 1− r t +
n∑

k=1
(−1)k+1r k+1 (t −kτ)k+1

(k +1)!

(t − (k̃ −1)τ)k̃

k̃ !
.
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A partir de lo anterior se tiene

1− r t +
n∑

k=1
(−1)k+1r k+1 (t −kτ)k+1

(k +1)!

(t − (k̃ −1)τ)k̃

k̃ !
=⇒ 1+

n∑
k=1

(−1)k r k [t − (k −1)τ]k

k !
.

Esto completa la demostración. □

Ejemplo 1: Visualización de las soluciones asociadas a (9) en el caso r =1. Con el fin de graficar las

soluciones de (9) a diferentes valores del retraso τ en un caso especifico r = 1 utilizamos el comando dde23
en el software MATLAB (se recomienda consultar [23] por más información). En las siguientes figuras evi-

denciamos el efecto de estas variaciones.

Figura 3. Soluciones de la ecuación diferencial con retraso ẋ(t ) = −x(t − τ) para distintos valores del

parámetro τ.

Figura 4. Vista individual de distintas soluciones de ẋ(t ) =−x(t −τ) observadas en la Figura 3.
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Note como en la Figura 3 para valores más grandes del retraso, las soluciones presentan un número ma-

yor de oscilaciones. Llegados a este punto hemos evidenciado los efectos del retraso τ en la ecuación

(9) en el caso r = 1, ahora nos ocupamos en como las condiciones históricas pueden alterar el compor-

tamiento de las correspondientes soluciones, debido a que las ecuaciones diferenciales de retardo son

sistemas donde la evolución de la solución depende no solo de su estado en el tiempo sino también

del concepto que se denomina como función histórica hi st (t ). En el caso anterior la función histórica

era constante y correspondía a hi st (t ) = 1, esto se evidencia en el hecho de que al tiempo cero de las

soluciones su valor correspondiente a 1 y seguido se comporta según el parámetro τ y la solución del

sistema. Con el propósito de motivar al lector en esta interesante área de las ecuaciones diferenciales,

sin entrar en los detalles analíticos y numéricos, nos preguntamos por los efectos dinámicos que tiene

el considerar funciones históricas que dependan de la variable independiente t y como éstas alteran las

soluciones del problema (9) descrito anteriormente.

Ejemplo 2: Influencia de la función histórica en las soluciones de (9) en el caso r = 1. Se procederá

con un ejemplo que evidencie los cambios en nuestras soluciones. Proponemos las siguientes funciones

históricas

hi st 1(t ) = e−t −1,

hi st 2(t ) = e t −1.

En la siguiente figura observamos como las soluciones se ven afectadas por esta nueva condición histórica.

Figura 5. Visualización de las soluciones de (9) en el caso r = 1. A la derecha con la función histórica

hi st1(t ) y a la izquierda con hi st2(t ).

Siguiendo lo dicho en [16], en el caso de una Ordinary Differential Equation (ODE) además de la ecuación

se dan muchas condiciones iniciales dependiendo del orden de la ecuación y son de la forma: x(t0) =
x0, x ′(t0) = x ′

0, y así sucesivamente. Para una DDE, por otro lado, no es suficiente dar un conjunto de

valores iniciales para la función y sus derivadas en t0, sino que se debe dar un conjunto de funciones

para proporcionar los valores históricos para t0 −máx(τ) ≤ t ≤ t0. Cuántas y qué funciones históricas

dar para obtener una solución única depende del orden de la ecuación: para una ecuación de primer

orden solo se necesita una hi st (t ) para dar los valores históricos de x. Para una ecuación de segundo

orden debemos dar un hi st1(t ) para dar los valores históricos de x y otro hi st2(t ) para dar los valores

históricos de x ′.
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2-2. Sobre sistemas lineales autónomos con retraso

En el estudio analítico de ecuaciones diferenciales no lineales (con o sin retraso), una de las técnicas

que en general resulta muy útil a la hora de analizar la dinámica local del sistema cerca del punto de

equilibrio es el conocido método de diagonalización, el cual es un insumo clave para el análisis de sis-

temas no lineales en la determinación de la estabilidad local de un equilibrio. El enfoque clásico para

determinar la estabilidad local de un equilibrio por medio del método de diagonalización, consiste en

estudiar un sistema lineal de ecuaciones diferenciales deducido a partir de un proceso de linealización

local del campo vectorial del sistema de ecuaciones diferenciales original, en una pequeña vecindad del

punto de equilibrio en cuestión. Posteriormente, se determinan las tasas exponenciales de crecimiento

y decaimiento del sistema lineal asociado (ver [26]).

A continuación presentamos algunos aspectos sobre el método de diagonalización en el marco de los

sistemas de ecuaciones diferenciales autónomos con retraso. Con este objetivo en mente, considere el

espacio vectorial normado C =C ([−τ,0],C) en donde

C = {
φ : [−τ,0] →Cn , t 7→φ(t ), φ una función continua

}
.

Un operador L : C →C actuando sobre C , se dice que es lineal si satisface

L(aφ+bψ) = aL(φ)+bL(ψ),

para todo a,b ∈C, φ,ψ ∈C . Más aún, es acotado si existe una constante K > 0 tal que

|L(φ)| ≤ K ∥φ∥, φ ∈C ,

|·| es una norma enCn y ∥·∥ es una norma en C . En adelante, denotamos el estado de un sistema dinámico

(ecuación diferencial) sobre C en el tiempo t como un elemento xt en C tal que

xt (s) := x(t + s), −τ≤ s ≤ 0.

De esta forma, podemos ver la trayectoria de una solución de un sistema dinámico con retraso con la

gráfica de la curva t → xt en C . Ahora, considere la ecuación diferencial lineal con retardo

ẋ(t ) = L(xt ), (12)

con L un operador lineal y acotado sobre C . En particular se eligen A,B ∈Mn×n(C) tales que

L(φ) = Aφ(0)+Bφ(−τ). (13)

Note que la desigualdad

|L(φ)| ≤ |A||φ(0)|+ |B ||φ(−τ)| ≤ (|A|+ |B |)∥φ∥,

nos brinda una cota para el nuestro operador L dado en (13). Por lo tanto,

ẋ(t ) = L(xt ) ⇔ ẋ(t ) = Ax(t )+B x(t −τ). (14)

Lo anterior se sigue a partir de la definición misma de L y xt , en efecto

ẋ(t ) = L(xt ) = Axt (0)+B xt (−τ),

= Ax(t )+B x(t −τ).

La ecuación (14) es un sistema lineal y autónomo de ecuaciones diferenciales con retraso, para el cual se

asume que su dato inicial es una función en C , es decir, x(t ) = x0(t ) para t ∈ [−τ,0] con x0 ∈C .
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2-2-1. La ecuación característica

Al igual que en ecuaciones diferenciales ordinarias y lineales del tipo ẋ =A x, con A ∈Mn×n(C), la bús-

queda de soluciones para (12) inicia bajo el supuesto de que tienen la forma

x(t ) = eλtν, ν ̸= 0Cn ,

donde λ ∈ C. En este punto es conveniente definir la función expλ : [−τ,0] → Cn , s → expλ(s) = eλs . En

consecuencia

xt (s) = x(t + s) = eλ(t+s)ν= eλt expλ(s)ν.

Ahora bien, para que x(t ) sea una solución de (12) se debe cumplir

ẋ(t ) = L(xt ) ⇔ λeλtν= eλt L(expλν) ⇔ λν= L(expλν).

Escribimos ν=∑
j ν j e j en donde {e j } j es la base estándar paraCn , entonces L(expλν) =∑

j ν j L(expλ e j ).

Se define Lλ como la matriz de dimensión n ×n dada por

Lλ =
[
L expλ (e1))|L(expλ)(e2)| · · · |L(expλ (en))

]
,

por lo tanto,

L(expλν) =∑
j
ν j L(expλ e j ) ⇔ L(expλν) = Lλν.

Lo anterior implica la ecuación vectorial λν= Lλν. Como deseamos obtener soluciones no triviales de

(12) (hemos supuesto ν ̸= 0Cn ), se sigue que λ satisface la ecuación

λν−Lλν=OCn ⇔ det(λI −Lλ) = 0R, (15)

con det(·) denota la función determinante. Así pues, ν se encuentra en el kernel del operador lineal

λI −λλ con I el operador identidad. Al valor λ ∈ C se le suele llamar multiplicador característico del

operador Lλ mientras que a la ecuación (15) se le llama ecuación característica del operador Lλ. En el

caso particular en que el operador L esta dado (13) o equivalentemente, en el caso en que tenemos una

ecuación lineal con retraso de la forma (14), la ecuación característica queda en la forma

det
(
λI − A−eλτB

)= 0R. (16)

Más aún, si A,B ∈Mn×n(C), si n = 2 la ecuación (16) puede ser expresada como

pτ(λ) =λ2 − tr (A)λ+det(A)+e−2τλdet(B)+e−τλ[c −λ(tr (B))], (17)

en donde tr (·) denota la función traza y c es el número real

c = det(a1|b2)+det(b1|a2),

con (a1|b2) es la matriz formada por la primera columna de A y la segunda columna de B (análogamente

se define (b1|a2)). El siguiente resultado brinda algunas de las propiedades más notables de la función

h(λ) := det(λI −Lλ) derivadas de la teoría básica de funciones analíticas.
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Lema 1. La función h(λ) := det(λI −Lλ) es una función entera, además

i) h tiene ceros de orden finito.

ii) h tiene un conjunto numerable de ceros.

iii) El conjunto de ceros de h no admite puntos de acumulación.

Demostración. Se remite al lector a consultar la demostración en el Lema 4.1 en [26]. □

Adicionalmente, sobre el sistema lineal con retraso

Ẋ (t ) = AX (t )+B X (t −τ),

y su contra parte sin retraso

Ẋ (t ) = (A+B)X (t ),

con polinomios característicos

Pτ(λ) = det
(
λI − A−e−λτB

)
y P0(λ) = det

(
λI − (A+B)

)
,

respectivamente, se tiene el siguiente resultado cuya demostración se encuentra en [26] capítulo 4.

Teorema 2. Sean z1, z2, . . . , zk valores propios distintos de la matriz A+B. Sea ϵ> 0, y m ∈R que cumple

m < mı́ni Re(zi ). Entonces existe r0 > 0 tal que si τ̂ ∈ [0,τ0] y Pτ(z) = 0 para algún z, entonces Re(z) < m o

bien |z − zi | < ϵ para algún i .

El Teorema 2 establece que para valores suficientemente pequeños de τ, las raíces de Pτ(λ) están o bien

muy cerca de los valores propios de A +B (los multiplicadores característicos de P0(λ)) o tener partes

reales más negativas que cualquier multiplicador característico de P0(λ). Cabe mencionar que este re-

sultado nos será útil al momento de establecer la estabilidad de posibles soluciones periódicas para el

actuador (43) por medio de la información que se conozca sobre soluciones periódicas en el caso sin

retraso.

2-2-2. Sobre el principio de estabilidad linealizada

Sea f : C →Rn y considere la ecuación diferencial funcional no lineal

ẋ(t ) = f (xt ). (18)

Diremos que la función constante x(t ) = x0 ∈Rn , t ∈R es una solución de equilibrio para (18) si y solo si

f (x̂0) = 0, en donde x̂0 ∈C es la función constante x̂0(t ) = x0, t ∈R. Si x(t ) es una solución de (18) y

x(t ) = x0 + y(t ),

entonces y(t ) satisface

ẏ(t ) = f (x̂0 + y(t )). (19)
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Con el propósito de comprender el comportamiento de las soluciones de (18) que inician cerca de x̂0, es

suficiente con entender el comportamiento de (19) para soluciones que inician cerca de y = 0. Suponga-

mos entonces

f (x̂0 +φ) =L (φ)+ g (φ), φ ∈C , (20)

en donde L : C → Rn un operador lineal y acotado y g : C → Rn se identifica como los “términos orden

superior” en el sentido de que

∀µ> 0 | ∃δ> 0 : Si ∥φ∥ ≤ δ =⇒ |g (φ)| ≤µ∥φ∥ ⇐⇒ ĺım
φ→0

= g (φ)

∥φ∥ = 0R.

Al sistema lineal

ż(t ) =L (zt ), (21)

se le conoce como el sistema linealizado (o sistema variacional) alrededor del equilibrio x̂0 de la ecuación

diferencial funcional no lineal (18). El siguiente teorema, (ver [7, 12, 26]) nos habla de la estabilidad del

equilibrio x̂0 en términos de los ceros de la correspondiente ecuación característica del sistema lineal

(21).

Teorema 3. Sea ∆(λ) := det(λI −Lλ) y considere la ecuación característica ∆(λ) = 0 correspondiente al

sistemas lineal (21). Suponga que

−σ := máx
∆(λ)=0

Re(λ) < 0.

Entonces x̂0 es localmente asintóticamente estable para (18). De hecho se verifica que

Existe K > 0 tal que

|z(t ,φ)| ≤ K e−σt∥φ∥, t ≥ 0, φ ∈C ,

con z(t ,φ) una solución de (21) ż(t ) = L(zt ) con condición inicial z0 =φ ∈C .

Existe b > 0 tal que

si ∥φ− x̂0∥ < b entonces ∥xt (φ)− x̂0∥ ≤ K ∥φ− x̂0∥e−σt/2,

para t > 0,con x(t ) solución de (18) con condición inicial x0 =φ ∈C .

Si por el contrario Re(λ) > 0 para algún λ tal que ∆(λ) = 0, entonces x̂0 es inestable.

Ahora consideramos el caso particular

ẋ(t ) = F (x(t ), x(t −τ)), (22)

en donde F : D ×D → Rn es una función continuamente diferenciable y D ⊂ Rn es un conjunto abierto.

Si F (x0, x0) = 0 para algún x0 ∈ D , entonces x(t ) = x0, t ∈ R es una solución de equilibrio para (22). Si se

define la función f (φ) = F (φ(0),φ(−τ)), entonces la ecuación (20) se reescribe en la forma

f (x̂0 +φ) = F (x̂0 +φ(0), x̂0 +φ(−τ))

= F (x̂0, x̂0)+Dx F (x̂0, x̂0)φ(0)+D y F (x̂0, x̂0)φ(−τ)+·· ·
= Aφ(0)+Bφ(−τ)+ J (φ(0),φ(−τ)),
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en donde A = Dx F (x0, x0), B = D y F (x0, x0) y J :Rn×Rn →Rn representa los “términos de orden superior”

para F , con

ĺım
φ→0

J (φ(0),φ(−τ))

∥φ∥ = 0.

De esta forma el sistema linealizado alrededor del equilibrio x = x̂0 para (22) esta dado por

ẋ(t ) = Ax(t )+B x(t −τ).

Veamos un ejemplo de cómo se calcula el sistema linealizado correspondiente a un punto de equilibrio

para un sistema no lineal autónomo con retraso.

Ejemplo 3. Se considera el modelo del quimiostato con retraso (ver [26])

ṡ(t ) = 1− s(t )− f (s(t ))x(t )

ẋ(t ) = e−τ f (s(t −τ))x(t −τ)−x(t )

}
,

con f (s) = ms

a + s
, m, a > 0 y x, s > 0. Los equilibrios (s0, x0) del sistema son las soluciones del sistema

1− s0 − f (s0)x0 = 0

(e−τ f (s0)−1)x0 = 0

}

el cual admite siempre la solución no negativa (1,0) (conocida como “washout state solution”). De otro

lado, un segundo equilibrio (s∗0 , x∗
0 ) (conocido como “survival state solution”) emerge si

(e−τ f (s∗0 )−1) = 0 ⇔ f (s∗0 ) = eτ > 1.

Por lo tanto

1− s∗0 = eτx∗
0 ⇔ x∗

0 = (1− s∗0 )e−τ.

Puesto que f (s) es estrictamente creciente, entonces 0 < x∗
0 si se satisface la condición

f (s∗0 ) < f (1) = m

a +1
⇔ eτ < m

a +1
.

De otro lado, el sistema linealizado en un punto de equilibrio (s0, x0) esta dado por

ż = Az(t )+B z(t −τ),

con

A =
(

1−x0 f ′(s0) − f (s0)

0 −1

)
=

(
1− max0

(a+s0)2 − ms
a+s0

0 −1

)
y B =

(
0 0

f ′(s0)x0 f (s0)

)
=

(
0 0

max0

(a+s0)2
ms

a+s0

)
,

más aún, el polinomio característico asociado queda en la forma

pτ(λ) = (λ+1)
(
λ+1+x0 f ′(s0)e−λτ− f (s0)e−(λ+1)τ

)
,

= (λ+1)
(
λ+1+ max0

(a + s0)2 e−λτ− ms0

a + s0
e−(λ+1)τ

)
,
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por lo tanto, λ∗
1 = −1 siempre es un multiplicador característico, mientras que el segundo multiplicador

λ∗
2 está dado como solución de la ecuación

λ+1+ max0

(a + s0)2 − ms0

a + s0
e−(λ+1)τ = 0.

Para el equilibrio (1,0) su correspondiente multiplicador característico λ∗
2 (1,0) satisface

d = m

a +1
e−dτ, con d =λ∗

2 (1,0)+1.

Entonces, un cálculo directo muestra que

d ≶ 1 ⇔ λ∗
2 (1,0)≶ 0,

pero d < 1 si y solo si
m

a +1
e−τ < 1. Por lo tanto, el equilibrio (1,0) es asintóticamente estable si y solo si

m

a +1
< eτ, esto es, en ausencia del equilibrio (s∗0 , x∗

0 ). Mientras que (1,0) es inestable si
m

a +1
> eτ, esto es,

en presencia del equilibrio (s∗0 , x∗
0 ).

De otro lado, para el equilibrio (s∗0 , x∗
0 ) se verifica que su correspondiente multiplicador característico

λ∗
2 (s∗0 , x∗

0 ) satisface

λ∗
2 (s∗0 , x∗

0 )+ max∗
0

(a + s∗0 )2 = e−λ
∗
2 (s∗0 ,x∗

0 ) −1 < 0,

por lo tanto, λ∗
2 (s∗0 , x∗

0 ) < 0, esto es, (s∗0 , x∗
0 ) es asintóticamente estable.

Terminamos aquí esta sucinta introducción a las ecuaciones diferenciales con retraso, reconociendo que

una detallada y rigurosa presentación no se alcanza en pocas páginas de un documento. Tan solo hemos

presentado aquellas herramientas claves que nos serán útiles para nuestros resultados sobre la dinámica

de ciertos MEMS. Por lo tanto, invitamos al lector interesado en profundizar más sobre esta interesante

teoría matemática, consultando [2, 3, 26].

2-3. Teorema de la Función Implícita en espacios de Banach y el
Teorema de la Aplicación Abierta

El teorema de la función implícita es quizás uno de los teoremas de existencia más mencionados en casi

todas las áreas de la matemática. Su versatilidad y adaptabilidad le ha permitido tener diversas formu-

laciones, llegando al punto que cada “conjunto de funciones" tenga su propia versión del teorema de la

función implícita. En términos generales y en su formulación más simple, éste teorema presenta con-

diciones suficientes bajo las cuales una ecuación o conjunto de ecuaciones de varias variables permite

definir a una de ellas o varias de ellas como función de las demás. Si puedo escribir n ecuaciones, en

n +m variables, entonces, cerca de cualquier punto solución, hay una función de m variables que nos

brinda las n coordenadas restantes de los puntos de solución cercanos a dicho punto solución. En otras

palabras, si tenemos el sistema de ecuaciones

f1(x1, x2, . . . , xn , y1, y2, . . . , ym) = 0,

f2(x1, x2, . . . , xn , y1, y2, . . . , ym) = 0,

...,
...

...

fn(x1, x2, . . . , xn , y1, y2, . . . , ym) = 0,
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en n+m variables x1, x2, . . . , xn y y1, y2, . . . , ym , queremos encontrar condiciones suficientes que nos per-

mitan resolver el sistema para x1, x2, . . . , xn en términos de y1, y2, . . . , ym .

A continuación presentamos una versión del teorema de la función implícita adaptada al sistema de

ecuaciones anterior.

Teorema 4: Teorema de la Función Implícita (T.F.I). SeaΩ⊂Rm+n y considere la función

F :Ω⊂Rm+n →Rn , (x, y) → F (x, y) = ( f1(x, y), f2(x, y), . . . , fn(x, y)),

con x = (x1, x2, . . . , xm) y y = (y1, y2, . . . , yn). Suponga que F (x0, y0) = 0Rm para algún punto (x0, y0) ⊂Ω en

donde (x0, y0) = (x0
1 , x0

2 , . . . , x0
m , y0

1 , y0
2 , . . . , y0

n), es decir,

f1(x0, y0) = f2(x0, y0) =, . . . ,= fn(x0, y0) = 0.

Suponga que se satisfacen las siguientes condiciones

a. Las funciones f1, f2, . . . , fn son funciones continuamente diferenciables en una vecindad de (x0, y0),

es decir, para todo (x, y) ⊂W con W alguna vecindad de (x0, y0), las derivadas parciales

∂xs fi (x, y), i = 1, . . . ,n, s = 1, . . .m, ∂y j fi (x, y) i , j = 1, . . . ,n,

existen y son continuas.

La matriz n ×n de derivadas parciales

D y F (x, y) =


∂y1 f1(x, y) ∂y2 f1(x, y) . . . ∂yn f1(x, y)

∂y1 f2(x, y) ∂y2 f2(x, y) . . . ∂yn f2(x, y)
...

...
. . .

...

∂y1 fn(x, y) ∂y2 fn(x, y) . . . ∂yn fn(x, y)

 ,

es no singular en (x0, y0), es decir det(D y F (x0, y0)) ̸= 0. (D y F (x0, y0) es un isomorfismo).

Entonces, existe una vecindad V del punto y0 = (y0
1 , y0

2 . . . y0
n) en Rn , una vecindad U del punto x0 =

(x0
1 , x0

2 . . . x0
n) en Rm y una única función ϕ : U →V tal que

ϕ(x0) = y0 y F (x,ϕ(x)) = 0Rn para todo x ∈U , es decir

f1(x,ϕ(x)) = f2(x,ϕ(x)) =, . . . ,= fn(x,ϕ(x)) = 0, ∀x ∈U .

ϕ=ϕ(x) es una función continuamente derivable, más aún,ϕ satisface el problema de valor inicial

Dϕ(x) =−
[

D y F (x,ϕ(x))
]−1

Dx F (x,ϕ(x)), con ϕ(x0) = y0,

para todo x ∈U .

Demostración. Se remite al lector a consultar la demostración en [14]. □
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Ejemplo 4. Veamos una simple aplicación del teorema de la función implícita para el caso n = m = 2.

Considere la ecuación F (x, y) = ( f1(x, y), f2(x, y)) = (0,0) con

f1(x, y) = x2
1 +2x2 + y2

1 +2y2 −8,

f2(x, y) = x1 −x2
2 + y1 − y2

2 +3.
(23)

Se comprueba directamente que F (x0, y0) = 0 con x0 = (1,1) y y0 = (1,2). De otro lado,

Dx F (x, y) =
(

2x1 2

1 −2x2

)
, D y F (x, y) =

(
2y1 2

1 −2y2

)
, ⇒ D y F (x0, y0) =

(
2 2

1 −4

)
.

Dado que det(D y F (x0, y0)) ̸= 0, por el teorema de la función implícita (Teorema 4) para x = (x1, x2)en una

vecindad U de (1,1), existe una función ϕ : U →V tal que

y =ϕ(x) ⇔ y1 =ϕ1(x1, x2), y2 =ϕ2(x1, x2), con (x1, x2) ∈U .

Más aún, ϕ es derivable y satisface el problema de valor inicial

Dϕ(x) =−
[

D y F (x,ϕ(x))
]−1

Dx F (x,ϕ(x)), con ϕ(x0) = y0,

esto es

Dϕ(x1, x2) = 1

2ϕ1(x1, x2)ϕ2(x1, x2)−1

(
ϕ2(x1, x2) 1

1/2 −ϕ1(x1, x2)

)(
2x1 2

1 −2x2

)
, con ϕ(1,1) = (1,2).

2-3-1. Teorema de la Función Implícita en Espacios de Banach

Antes de dar paso a una extensión del teorema de la función implícita en espacios de Banach (espacio

vectorial normado el cual es completo) presentamos algunos brevemente algunos conceptos fundamen-

tales del análisis matemático.

Un espacio normado es un par (E ,∥ · ∥E ) en donde E es un espacio vectorial y ∥ · ∥E es una norma en

E . 1 Todo espacio normado (E ,∥ · ∥E ) es un espacio métrico (E ,d) con la función distancia d := ∥x − y∥E

con x, y ∈ E . Cuando la función distancia d es completa (esto es, toda sucesión de Cauchy en (E ,d) es

convergente en (E ,d)) se dice que ∥ ·∥E es completa y que (E ,∥ ·∥E ) es un espacio de Banach.

Si E ,W son espacios normados y L : E → W es un operador lineal, se dice que L es un homomorfis-

mo entre E y W si L es una aplicación continua y abierta de E sobre su imagen L(E) ⊂ W , esto es, por

un lado, L−1(V ) es un abierto en E para todo abierto V de T (E) y por otro lado, L(U ) es abierto en L(E)

para todo abierto U en E . Un isomorfismo entre dos espacios normados E y W es una aplicación lineal

y biyectiva L : E →W tal que L y L−1 son continuas, es decir, L es una biyección que conserva tanto la

estructura lineal como topológica de los espacios normados en consideración. Por lo tanto, los isomor-

fismos de espacios normados no son más que los homomorfismos biyectivos.

1Cuando no haya riesgo de confusión, se omitirá la segunda componente del par.
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Teorema 5: Teorema de la Función Implícita en Espacios de Banach. Sean X ,Y y Z espacios de Banach,

y sean U ⊂ X , V ⊂ Y conjuntos abiertos y una función f : U ×V → Z de clase C k . Además suponga que

f (x0, y0) = 0 y ∂ f
∂y (x0, y0) : Y → Z es un isomorfismo. Entonces existe una vecindad U0 de x0 y una única

función denominada φ de clase C k , la cual cumple que:

i)

φ(x0) = y0 y f (x,φ(x)) = 0, ∀x ∈U0.

ii) Para cada x ∈U0, se satisface

Dϕ(x) =−
(
∂ f

∂y
(x,ϕ(x))

)−1 (
∂ f

∂x
(x,ϕ(x))

)
.

Demostración. Procedemos a presentar una prueba del teorema anteriormente descrito, esta prueba es

descrita en [1]. Definimos la función g : U ×V → Z dada por:

g (x, y) := y −
(
∂ f

∂y
(x0, y0)

)−1

f (x, y).

Entonces, para cada x, las soluciones de la ecuación f (x, y) = 0 son exactamente los puntos fijos de

g (x, ·), Se observa que g es una función de clase C k y ∂g
∂y (x0, y0) = 0 entonces reduciendo U y V si es ne-

cesario podemos suponer que ∥∂g
∂y (x, y)∥ ≤α< 1 para todo (x, y) ∈U ×V .

Sea c =
∥∥∥∂ f
∂y (x0, y0)−1

∥∥∥, fijamos ϵ< 1/c, y sea

f (x, y)− f (x0, y0) = ∂ f

∂x
(x0, y0)(x −x0)+ ∂ f

∂y
(x0, y0)(y − y0)+R(x, y),

seguidamente, fijamos δx > 0 y δy > 0 tales que Bδx (x0)×Bδy (y0) ⊂U ×Y y

∥R(x, y)∥ ≤ ϵ(∥x −x0∥+∥y − y0∥
)

,

para ∥x −x0∥ < δx y ∥y − y0∥ < δy . Entonces:

∥g (x, y)− g (x0, y0)∥ =
∥∥∥∥(
∂ f

∂y
(x0, y0)

)−1 (
∂ f

∂x
(x0, y0)(x −x0)+R(x, y)

)∥∥∥∥
≤ ck∥x −x0∥+cϵ(∥x −x0∥+∥y − y0∥),

donde k = ∥∂g
∂x (x0, y0)∥. Haciendo δx más pequeño si es necesario, podemos suponer que c(k+ϵ)δx ≤ (1−

cϵ)δy . Así, dado que g (x0, y0) = y0 , se sigue que g (Bδx (x0)×Bδy (y0)) ⊂ Bδy (y0). Es más, como ∥∂g
∂y (x, y)∥ ≤

α < 1, concluimos que g es una contracción uniforme y, por lo tanto, existe una única función conti-

nua ϕ : Bδx (x0) → Bδy (y0) tal que ϕ(x) = g (x,ϕ(x)) para todo x. Obviamente, ϕ(x0) = y0. Finalmente, la

regularidad de la función ϕ(x) se desprende del Lema I en el Apéndice, de donde se deduce

Dϕ(x) =−
(
∂ f

∂y
(x,ϕ(x))

)−1 (
∂ f

∂x
(x,ϕ(x))

)
, ∀x ∈ Bδx (x0).

□



2-3 Teorema de la Función Implícita en espacios de Banach y el Teorema de
la Aplicación Abierta 27

Nos enfocamos ahora en presentar dos importantes teoremas del análisis funcional que junto con el

teorema de la función implícita en espacios de Banach (Teorema 5) darán paso a una estrategia para

dar respuesta a nuestra pregunta de investigación P1 sobre la existencia de soluciones periódicas para

la ecuación (8).

En este punto es conveniente resaltar que una de las primeras consecuencias de la teoría de isomor-

fismos en espacios normados, nos dice que si E y W espacios normados y L : E → W es un operador

lineal que satisface L(E) = W , entonces L es un homomorfismo sobreyectivo si, y solo si, L es una apli-

cación abierta. Este importante resultado es directo cuando los espacios normados son en particular

espacios de Banach, dan cabida a lo que se conoce como el teorema de la aplicación abierta o bien el

teorema de Banach-Schauder.

Teorema 6: Teorema de la aplicación abierta. Sean E y W espacios de Banach y L : E → W un operador

lineal, continuo y sobreyectivo. Entonces L es una aplicación abierta.

Como caso particular del Teorema 6 obtenemos

Corolario 1: Isomorfismo de espacios de Banach. Sean E y W espacios de Banach y L : E →W un opera-

dor lineal, continuo y biyectivo. Entonces L−1 es continuo. Por lo tanto, L es un isomorfismo entre espacios

de Banach.

Finalmente, presentamos una versión adaptada de otro importante resultado del análisis matemático

aplicado a sistemas de ecuaciones diferenciales con coeficientes periódicos.

Teorema 7: Alternativa de Fredholm. Considere el sistema lineal de ecuaciones

Ẋ = A(t )X +R(t ), (24)

con A(t ) ∈Mm×m(C) y R(t ) ∈Rm ambas funciones continuas y T -periódicas.

1. Si la ecuación homogénea Ẋ = A(t )X no admite soluciones T -periódicas no triviales entonces existe

una única solución T -periódica de (24) para toda función R = R(t ) ∈C (R,Rm).

2. Si la ecuación homogénea admite soluciones T -periódicas no triviales entonces (24) admite solucio-

nes T -periódicas si y solo si ∫ T

0
< R(t ),Y (t ) > d t = 0,

para toda solución T -periódica Y (t ) de la ecuación adjunta Ẏ =−A∗Y , en donde A∗ = Atr es la

matriz adjunta de A y < ·, · > denota el producto interno en Rm .

Como el lector bien puede imaginar. Las demostraciones del Teorema 6 y el Teorema 7 requieren varias

líneas de texto. Puesto que el propósito fundamental de este documento no abarca el adentramos en

los detalles propios del análisis matemático necesarios para tal fin, invitamos al lector interesado en

pruebas rigurosas consultar en [30].
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2-4. Método de perturbación. Múltiples escalas

Dada una ecuación diferencial (o bien por ejemplo una ecuación algebraica) la cual admita solución,

en general es poco usual determinar una expresión analítica y exacta de la misma. Esta generalizada

dificultad da paso a lo que actualmente se conocen como los métodos de perturbación. Un método de

perturbación tiene como propósito fundamental el determinar una aproximación analítica de una solu-

ción a una ecuación (diferencial, algebraica...) cuya expresión explícita no se tiene.

El conjunto de problemas donde los métodos de perturbación son aplicables contempla una familia

de problemas uno-paramétricos Pϵ en donde el parámetro satisface ϵ≪ 1 y un problema inicial P0 pa-

ra el cual se tiene una solución conocida. La idea fundamental del método es construir soluciones para

Pϵ las cuáles resultan como “pequeñas correcciones” a la solución conocida de P0. Su único objetivo es

calcular explícitamente dichas correcciones y asegurarse de que la primera corrección sea pequeña con

respecto a la solución elegida P0, y que la segunda corrección sea pequeña con respecto la primera y así

sucesivamente, siempre que ϵ→ 0.

2-4-1. Sucesiones asintóticas y series

Cuando se utilizan métodos de perturbación, una de las tareas principales es analizar el comportamien-

to de funciones desconocidas f (ϵ) cuando ϵ→ 0. Una forma de hacer esto, es comparar la función f (ϵ)

con una o varias funciones conocidas cuando ϵ se aproxima a cero.

Definición 1: “O”-grande, “o”-pequeña. Sea f (ϵ) una función dependiente de ϵ. Entonces

i)

f (ϵ) =O(g (ϵ)) cuando ϵ→ 0 si y solo si ĺım
ϵ→0

∣∣∣∣ f (ϵ)

g (ϵ)

∣∣∣∣ ̸= 0.

ii)

f (ϵ) = o(g (ϵ)) cuando ϵ→ 0 si y solo si ĺım
ϵ→0

∣∣∣∣ f (ϵ)

g (ϵ)

∣∣∣∣= 0.

Por lo tanto, f (ϵ) =O(g (ϵ)) significa que f (ϵ) y g (ϵ) “tienen el mismo tamaño” cuando ϵ se aproxima a ce-

ro, mientras que f (ϵ) = o(g (ϵ)) significa que f (ϵ) es mucho más pequeño que g (ϵ) cuando ϵ se aproxima

a cero.

Ejemplo 5. Los siguientes ejemplos ilustran las anteriores definiciones.

1. sen(ϵ) =O(ϵ) cuando ϵ→ 0 si y solo si ĺım
ϵ→0

∣∣∣∣sen(ϵ)

ϵ

∣∣∣∣= 1 ̸= 0.

2. ln(ϵ) = o(ϵ−1) cuando ϵ→ 0 si y solo si ĺım
ϵ→0

∣∣∣∣ ln(ϵ)

ϵ−1

∣∣∣∣= ĺım
ϵ→0

ϵ= 0.

Definición 2: Sucesión asintótica. Diremos que una sucesión (δn(ϵ))n∈N es una sucesión asintótica si

satisface la condición

δn+1(ϵ) = o(δn(ϵ)), ϵ→ 0,

para todo n ∈N.
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Las sucesiones (ϵn)n∈N y (sen(ϵ)n)n∈N son ejemplos de sucesión asintóticas.

Definición 3: Expansión asintótica. Sea (δn(ϵ))n∈N una sucesión asintótica. Entonces, una serie formal

∞∑
n=1

anδn(ϵ),

es una expansión asintótica de la función f (ϵ) cuando ϵ se aproxima a cero si

f (ϵ)−
N∑

n=1
anδn(ϵ) = o(δN (ϵ)), siempre que ϵ→ 0.

De la definición de expansión asintótica se deduce que para N ≥ 1 se cumple

aN = ĺım
ϵ→0

∣∣∣∣ f (ϵ)−∑N−1
n=1 anδn(ϵ)

δn(ϵ)

∣∣∣∣.
Si la serie formal

∞∑
n=1

anδn(ϵ), es una expansión asintótica de f (ϵ) cuando ϵ→ 0, se denota lo anterior en

la forma f (ϵ) ∼
∞∑

n=1
anδn(ϵ) si ϵ→ 0. Además, en la definición de expansión asintótica, no requiere que

f (ϵ) sea derivable en ϵ= 0 y más aún, la expansión asintótica de una función no es única y depende de

la sucesión asintótica que se elige usar.

Ejemplo 6. Considere la función f (ϵ) = sen(3ϵ) y las sucesiones asintóticas (ϵn)n∈N y (ln(1+ϵn))n∈N

Se comprueba directamente que

sen(3ϵ) ∼ 3ϵ− 9

2
ϵ3 + 81

4
ϵ5 +·· · , al igual que sen(3ϵ) ∼ 3ln(1+ϵ)+ 3

2
ln(1+ϵ2)− 11

2
ln(1+ϵ3)+·· · .

2-4-2. Expansión asintótica para soluciones ecuaciones diferenciales

Quizás la mejor forma de mostrar como actúa el método de perturbación en la búsqueda de soluciones

aproximadas de ecuaciones diferenciales, sea por medio de un ejemplo en donde se muestre paso a paso

las ideas fundamentales del método y las dificultades que usualmente aparecen al aplicarlo.

Ejemplo 7. Sea ϵ≪ 1 y considere el siguiente problema de valor inicial (nuestra familia de problemas

perturbados)

ÿ +ϵẏ + y = 0, y(0) = 1, ẏ(0) = 0, (Pϵ)

con y = y(t ), t > 0. Note que la ecuación diferencial representa la dinámica de un oscilador lineal con

pequeño amortiguamiento. El problema no perturbado (P0), esta dado por

ÿ + y = 0, y(0) = 1, ẏ(0) = 0, (P0)

cuya solución general está dada por

y0(t ) = A0 exp{i t }+ A∗
0 exp{−i t } ,

= A0 exp{i t }+ (∗),



30 2 Marco teórico

en donde z∗ denota el conjugado de z ∈ C y z + (∗) significa z + z∗. De las condiciones iniciales se deduce

que

y0(t ) = 1

2
exp{i t }+ (∗).

Ahora bien, queremos una solución de (Pϵ) a partir de la solución y0(t ). La solución que buscamos ha de

ser una expansión de perturbación para y0(t ) en la forma

y(t ,ϵ) = y0(t )+ϵy1(t )+ϵ2 y2(t )+·· · .

Como es usual, en este paso se sustituye lo anterior en (Pϵ) y se obtiene

d 2

d t 2

(
y0(t )+ϵy1(t )+·· ·)+ϵ d

d t

(
y0(t )+ϵy1(t )+·· ·)+ (

y0(t )+ϵy1(t )+·· ·)= 0.

De igual forma se expanden las condiciones iniciales

y0(0)+ϵy1(0)+ϵ2 y2(0)+·· · = 1,

ẏ0(0)+ϵẏ1(0)+ϵ2 ẏ2(0)+·· · = 0.

A partir de que aquí se tiene la siguiente secuencia de problemas de valor inicial

ÿ0 + y0 = 0,

y0(0) = 1, ẏ0(0) = 0,

ÿ1 + y1 =−ẏ0,

y1(0) = 0, ẏ1(0) = 0,

ÿ2 + y2 =−ẏ1,

y2(0) = 0, ẏ2(0) = 0,
· · ·

Usando métodos clásicos de resolución de ecuaciones diferenciales lineales, obtenemos que la expansión

de perturbación de primer orden (orden O(ϵ)) es

y(t ,ϵ) = 1

2
exp{i t }+ϵ1

4
(−i − t )exp{i t }+ (∗).

Ahora comparamos la solución aproximada y(t ,ϵ) con la solución explícita (que en este ejemplo particular

podemos calcular) de (Pϵ) dada por

y⋆(t ) = λ∗

λ∗−λ exp

{(
− 1

2
ϵ+ i

√
1− 1

4
ϵ2

)
t

}
, con λ=−1

2
ϵ+ i

√
1− 1

4
ϵ2.

Se comprueba numéricamente que para pequeños valores de t , y(t ,ϵ) ∼ y⋆(t ), pero a medida que t aumen-

ta, y(t ,ϵ) pierde toda relación con y⋆(t ). El problema radica en que y1(t ) = 1

4
(−i − t )exp{i t }+ (∗) contiene

un término que es proporcional a t . Así que, a medida que t crece también lo hace y1(t ) y cuando t ∼ 1

ϵ
el segundo término en y(t ,ϵ) es tan grande como el primero, por lo que la primera corrección ϵy1, tiene

el mismo tamaño que la solución y0 del problema no perturbado, justamente lo que busca evitar el mé-

todo de perturbación. Este problema emerge esencialmente por el hecho de que el dominio de la variable

independiente t es no acotado.

En el ejemplo 7 vemos que se han buscado expansiones de la forma

f (ϵ, t ) ∼
∞∑

n=1
an(t )δn(ϵ), ϵ→ 0,

en donde t ∈ D ⊂R con D un dominio no acotado. Con la dependencia de los coeficientes del parámetro

t , la pérdida del orden las corrección en la expansión se hace posible en ciertas regiones del dominio D .

Estudiar esta situación es el objetivo fundamental del método de múltiples escalas.
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2-4-3. Método de múltiples escalas

Presentemos un poco más en detalle el método de escalas múltiples usando de nuevo como base el

ejemplo 7. Si para la función y⋆ expandimos la raíz cuadrada con respecto a ϵ, obtenemos

y⋆(t ) ≈ λ∗

λ∗−λ exp

{(
i − 1

2
ϵ− i

8
ϵ2)t

}
+ (∗). (25)

Ahora bien, si tenemos una función h(ϵ) derivable y de orden O(1) entonces la función gn(t ) := h(ϵn t )

satisface

gn(t +Tn)− g (t ) ≈ ϵn ḣ(ϵn t )Tn =O(1) ⇔ Tn ∼ ϵ−n .

Se expresa lo anterior diciendo que gn varía en una escala de tiempo Tn ∼ ϵ−n . Si observamos la expre-

sión (25) se nota que la solución aproximada (25) varía en tres escalas de tiempo

T0 = ϵ0, T1 = ϵ−1 y T2 = ϵ−2.

Es claro que si se incluyen más términos en la expansión de Taylor de y⋆(t ) la aproximación resultante

dependerá de más escalas de tiempo. A partir de lo anterior, se postula la existencia de una función

h = h(t0, t1, t2, · · · ) 2 que brinda una expansión de perturbación de la forma

y(t ,ϵ) = h(t0, t1, t2, · · · )|tn=ϵn t .

A partir de aquí, podemos escribir formalmente

d

d t
= ∂t0 +ϵ∂t1 +ϵ2∂t2 +·· · ,

d 2

d t 2 = d

d t

(
∂t0 +ϵ∂t1 +ϵ2∂t2 +·· ·)= ∂2

t0
+2ϵ∂2

t0t1
+ϵ2(∂2

t1
+2∂t0t2

)+·· · , (††)

y además, la función h se escribe en la forma

h = h0 +ϵh1 +ϵ2h2 +·· · .

Procedemos ahora con el método de escalas múltiples al sustituir (†) y (††) en (Pϵ) y obtener la ecuación

formal (
∂2

t0
+·· ·)(h0 +ϵh1 +·· ·)+ϵ(∂t0 +·· ·)(h0 +ϵh1 +·· ·)+h0 +ϵh1 +·· · = 0,

equivale a tener

∂2
t0

h0+h0+ϵ
(
∂2

t0
h1+h1+2∂2

t0t1
h0+∂t0 h0

)+ϵ2(∂2
t0

h2+h2+2∂2
t0t1

h1+2∂2
t0t2

h0+∂2
t1

h0+∂t1 h0+∂t0 h1
)+·· · = 0,

lo que nos brinda la siguiente pirámide de ecuaciones diferenciales lineales de perturbación respecto a

cada orden de ϵ

ϵ0 : ∂2
t0

h0 +h0 = 0,

ϵ1 : ∂2
t0

h1 +h1 =−[2∂2
t0t1

h0 +∂t0 h0],

ϵ3 : ∂2
t0

h2 +h2 =−[2∂2
t0t1

h1 +2∂2
t0t2

h0 +∂2
t1

h0 +∂t1 h0 +∂t0 h1],

...

2Aquí asumimos que h es una función suave, en donde las derivadas parciales de orden superior existen.
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En este punto se resalta una de las primeras reglas del método de múltiples escalas, la cual es tener en

cuenta las condiciones iniciales en el tiempo inicial tan solo hasta el final de los cálculos de cada uno de

los ordenes de aproximación.

Ahora se resuelven cada una de las ecuaciones para cada orden O(ϵ). Por lo tanto, para el orden ϵ0 tene-

mos la ecuación

∂2
t0

h0 +h0 = 0.

Cuando se aplica el método de múltiples escalas para ecuaciones diferenciales ordinarias, siempre se

calcula la ecuación general de la ecuación correspondiente al orden ϵ0. En consecuencia

h0(t0, t1, t2, · · · ) = A0(t1, t2, · · · )exp{i t0}+ (∗).

Aquí se puede apreciar como h0 depende de la escala de tiempo más rápida t0, la dependencia de las

otras escalas más lentas t1, t2, . . . es arbitraria en este punto, y se refleja en la constante de integración

(función a calcular) A0 = A0(t1, t2, · · · ). Calculada la función h0 tenemos que la ecuación correspondiente

al orden 1, queda en la forma

∂2
t0

h1 +h1 =−2i
(
∂t1 A0(t1, t2, · · · )+ 1

2
A0(t1, t2, · · · ))exp{i t0}+ (∗). (26)

Necesitamos una solución particular para el oscilador linear en resonancia (26), por lo que directamente

podemos encontrar h1(t0, t1, t2, · · · ) y obtener

h1(t0, t1, t2, · · · ) =−t0
(
∂t1 A0(t1, t2, · · · )+ 1

2
A0(t1, t2, · · · ))exp{i t0} . (27)

Pero aquí se observa que h1 es proporcional a t0 y tenemos que la corrección del primer término ten-

drá el mismo tamaño cuando t0 ∼ ϵ−1. Esto es justo lo que se debe evitar usando el método de escalas

múltiples. Por lo tanto se impone la condición

∂t1 A0 + 1

2
A0 = 0,

bajo la cual, la ecuación (26) queda en la forma

∂2
t0

h1 +h1 = 0.

Términos en la ecuaciones de corrección que llevan a crecimientos lineales como en (27) se llaman tra-

dicionalmente términos seculares. Ahora, la segunda regla del método de múltiples escalas, es descartar

las solución general de las ecuaciones homogéneas correspondientes a todos los ordenes O(ϵn) excepto

para el primer orden. En tal caso, para nuestro ejemplo llegamos a la conclusión h1 = 0. Seguimos con el

proceso y obtenemos

∂2
t0

h2 +h2 =−2i
(
∂t2 A0 − i

2
∂2

t1
A0 − i

2
∂t1 A0

)
exp{i t0}+ (∗), (28)

por lo tanto aparece un nuevo término secular el cual debemos anular. En consecuencia,

∂t2 A0 − i

2
∂2

t1
A0 − i

2
∂t1 A0 = 0.
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De esta forma, se llega a la ecuación ∂2
t0

h2 +h2 = 0 y por lo tanto de acuerdo al método de escalas múlti-

ples se deduce h2 = 0. Hemos obtenido así que

h(t0, t1, t2, · · · ) = A0(t1, t2, · · · )exp{i t0}+ (∗)+O(ϵ3),

en donde

∂t1 A0 =−1

2
A0,

∂t2 A0 = i

2
∂2

t1
A0 + i

2
∂t1 A0.

⇔
∂t1 A0 =−1

2
A0,

∂t2 A0 =− i

8
A0.

(29)

La clave ahora es que el sistema (29) admite solución dado el simple criterio de derivación cruzada

∂2
t2t1

A0 = ∂2
t1t2

A0 = i

16
A0.

Esto quiere decir que la función h existe al menos como una función de dos variables t1 y t2. Para estar

seguros de que existe como función de más variables debemos ir a las ecuaciones de orden superior

O(ϵ3),O(ϵ4), · · · . En consecuencia, para la función amplitud A(t ) = A0(t1, t2, · · · )|tn=ϵn t se puede deducir

la ecuación de amplitud

Ȧ =−ϵ1

2
A−ϵ2 i

8
A,

la cual es una ecuación lineal fácil de resolver y cuya solución está dada por A(t ) =C exp

{( ϵ
2
− ϵ2

8

)
t

}
con

C una constante. En consecuencia,

y(t ,ϵ) =C exp

{( ϵ
2
− ϵ2

8
+ i

)
t

}
+ (∗).

Es justo en este punto en donde se ajusta la constante C para satisfacer las condiciones iniciales del pro-

blema. En resumen, iniciamos con una ecuación de segundo orden no lineal y terminamos analizando

una ecuación de primer orden no lineal sobre una función compleja A(t ), de la cual podemos encon-

trar una solución analítica. En general no siempre es posible tener una solución analítica del problema

original, es aquí donde el método de escalas múltiples es muy útil.

Ejemplo 8. Considere la ecuación de Mathieu

ÿ + (1+δ+ϵcos2t )y = 0, (30)

donde (δ,ϵ,k) son parámetros constantes, y la derivada se toma con respecto al tiempo t . Esta ecuación

describe un oscilador lineal paramétricamente forzado donde la frecuencia es sinusoidal en el tiempo. El

equilibrio y = 0 es inestable cuando la frecuencia externaΩ= 2 del forzado paramétrico está lo suficien-

temente cerca de la frecuencia de resonancia
p

1+δ del oscilador no forzado (ϵ = 0). Vamos a suponer

que ε≪ 1 y δ= εδ1, donde δ1 =O(1) cuando ε→ 0. Consideremos una solución de la forma

y(t ,ϵ) = h(t0, t1, t2, · · · )+ϵh1(t0, t1, t2, · · · )+ϵ2h2(t0, t1, t2, · · · )+·· · ,

de donde al proceder como en el ejemplo anterior se obtiene la pirámide de ecuaciones diferenciales

respecto a cada orden de ϵ. Con el fin de no extendernos en los cálculos, vamos a estudiar la perturbación
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asintótica de orden 1 (O(ϵ))

ϵ0 : ∂2
t0

h0 +h0 = 0,

ϵ1 : ∂2
t0

h1 +h1 =−[2∂2
t0t1

h0 + (δ1 +cos2t0)h0],

...

Por lo tanto, a partir de la ecuación de orden O(ϵ0) se deduce

h0(t0, t1) = A(t1)exp{i t0}+ (∗),

y la ecuación para h1 es ahora dada por

∂2
t0

h1 +h1 =−1

2
A exp{i 3t0}−

(
2i∂t1 A+δ1 A− 1

2
A∗

)
exp{i t0}+ (∗),

con A = A(t1). El término secular acompaña el término resonante exp{i t0} y por lo tanto se debe anular.

En consecuencia

2i∂t1 A+δ1 A− 1

2
A∗ = 0. (31)

De aquí llegamos a la ecuación

∂2
t0

h1 +h1 =−1

2
A exp{i 3t0} ,

cuya solución la podemos expresar en la forma

h1(t0, t1) = 1

4
(sen t0)2(− (A(t1)+ A∗(t1))cos t0 + (A(t1)− A∗(t1))sen t0

)
.

Hemos obtenido entonces

y(t ,ϵ) = A(t1)exp{i 3t0}+ (∗)+ϵ1

4
(sen t0)2(− (A(t1)+ A∗(t1))cos t0 + (A(t1)− A∗(t1))sen t0

)+o(ϵ),

en donde A(t1) satisface (31). Escribiendo A = u + i v en términos de sus partes reales e imaginarias,

tenemos que la ecuación de amplitud (que este caso queda un sistema de ecuaciones)

∂t1 u =−(1

4
+ δ1

2

)
v,

∂t1 v = (
δ1

2
− 1

4
)u.

(32)

En consecuencia, las soluciones de (32) son de la forma

u(t1) = c1 exp
{
ρt1

}+ c2 exp
{−ρt1

}
,

v(t1) = ĉ1 exp
{
ρt1

}+ ĉ2 exp
{−ρt1

} con ρ = 1

2

√
1

4
−δ2

1,

con ci , ĉi , i = 1,2 constantes. Así que, la solución y(t ,ϵ) no es estable si ρ ∈ R es decir, 1
4 −δ2

1 > 0 lo que

equivale a tener

|δ1| < 1/2 ⇔ δ< 1

2
|ε|.

En caso contrario, la solución y(t ,ϵ) es periódica. Las ideas presentadas para la ecuación de Mathieu (30)

serán utilizadas para las ecuación (6) en el caso autónomo al considerar una pequeña perturbación de

los estados de equilibrio con v0 =O(1), δ=O(ε2) y G =O(ε3).
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2-4-4. Oscilaciones periódicas de signo constante en MEMS

A continuación vamos a presentar algunos de resultados sobre la existencia y estabilidad de soluciones

periódicas de signo constante para actuadores tipo MEMS sin efectos de retraso (τ = 0). En particular,

vamos a considerar el actuador tipo Nathanson y el actuador tipo Comb-drive con o sin desplazamiento

(ver [11, 20, 22, 4, 27]). Con respecto a la existencia de soluciones periódicas en ecuaciones no lineales

tipo Liénard, una de las técnicas para el problema existencia (y en algunos casos especiales para la esta-

bilidad), es el método de súper y sub soluciones. Para una lectura más rigurosa al respecto invitamos al

lector ver [6, 14]. Sean a,b ∈R y considere una ecuación diferencial tipo Liénard de la forma

ẍ +F (x, ẋ)+h(t , x) = 0, (33)

con F :]a,b[×R → R es una función derivable y h : R×]a,b[→ R es una función derivable en x y T -

periódica en t . Como el lector puede apreciar la ecuación (6) es un caso especial de ecuaciones tipo

(33) con

F (x, ẋ) = γẋ, y h(t , x) = x −u − 4βV 2(t )x

(1−x2)2 ,

presentando dos singularidades en −1 y 1. Debido a la segunda ley de Newton, las ecuaciones tipo Lié-

nard (33) son frecuentemente utilizadas para analizar la dinámica de diversos dispositivos mecánicos y

en particular estudiar la existencia de posibles estados de equilibrio y posibles movimientos recurrentes:

Soluciones periódicas de periodo T > 0 también llamadas armónicas, soluciones periódicas de periodo

minimal nT, (n ≥ 2) llamadas también sub-armónicas, soluciones cuasi-periódicas, entre otras. Entre

todas ellas las más simples son las soluciones periódicas de periodo T . En consecuencia, uno de los

problemas más estudiados en la teoría de osciladores no lineales es el problema de contorno periódico

ẍ +F (x, ẋ)+h(t , x) = 0

x(0) = x(T ), ẋ(0) = ẋ(T )

}
(34)

para el cual es claro que toda solución es una función T -periódica. Quizás uno de los métodos más uti-

lizados para la búsqueda de soluciones de clase C 2[0,T ] del problema de contorno (34) es el conocido

método de súper y sub-soluciones [6, 14], el cual permite en algunos casos determinar la estabilidad li-

neal de las soluciones periódicas de (34). No daremos todos los detalles del método, pero a continuación

presentamos el concepto de súper y sub-solución sobre el siguiente problema de contorno

ẍ + f (t , x, ẋ) = 0

x(0) = x(T ), ẋ(0) =ẋ(T )

}
(35)

en donde D ⊂ R×]l1, l2[×R es un dominio con −∞ ≤ l1 ≤ l2 ≤ ∞ y f : D → R una función continua (o

diferenciable).

Definición 4: Súper y sub-soluciones. Una función δ ∈ C 2(]0,T [) ∩C 1(]0,T [) es llamada una súper-

solución para el problema de contorno (35) relativa al dominio D si

I)

δ̈+ f (t ,δ(t ), δ̇(t )) ≤ 0, ∀t ∈]0,T [.
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II)

δ(t ) ∈]l1, l2[, ∀t ∈]0,T [, y δ(0) = δ(T ), δ̇(0) ≤ δ̇(T ).

Una función ζ ∈ C 2(]0,T [)∩C 1(]0,T [) es llamada una sub-solución para el problema de contorno (35)

relativa al dominio D si

I)

ζ̈+ f (t ,ζ(t ), ζ̇(t )) ≥ 0, ∀t ∈]0,T [.

II)

ζ(t ) ∈]l1, l2[, ∀t ∈]0,T [, y ζ(0) = ζ(T ), ζ̇(0) ≥ ζ̇(T ).

Las súper y sub-soluciones están bien ordenadas si:

ζ(t ) ≤ δ(t ), ∀t ∈ [0,T ].

En ese sentido, las sub y súper soluciones están en orden inverso si:

δ(t ) ≤ ζ(t ), ∀t ∈ [0,T ].

Entre las súper y sub-soluciones más simples están claramente las funciones constantes. En tal caso, sú-

per y sub-soluciones constantes δ(t ) = δ y ζ(t ) = ζ para el problema de contorno (35) relativa al dominio

D si satisfacen respectivamente

f (t ,δ,0) ≤ 0, y f (t ,ζ,0) ≥ 0.

En [10, 15, 20, 4] los autores demuestran el existencia de soluciones periódicas de signo constante para

diversos actuadores tipo MEMS, entre ellos el actuador tipo Nathanson

ẍ +γẋ +x = βV 2(t )

(1−x)2 , x ∈]−∞,1[, (36)

y el actuador tipo Comb-drive desplazado

ẍ +γẋ +x −u = 4βV 2(t )x

(1−x2)2 , x ∈]−1,1[, (37)

con u ∈ [0,1[. Para las dos últimas ecuaciones, la función V (t ) satisface las misma condición (7). Más

aún, en [4] se extiende dicho resultado para osciladores tipo

ẍ + c(x)ẋ +K (x) = F (t )

G(x)
, (38)

donde c(x), K y G son funciones continuas con G(x) ̸= 0 para todo x en un subconjunto de ]l1, l2[ y F

es una función periódica y continua en R. Este resultado incluye el actuador Atomic force microscopy

(AFM) cuya ecuación de movimiento esta dada por

ẍ + γ

(1+x)3 ẋ +x =F (t )+ B1

(1+x)8 − B2

(1+x)2 , x ∈] −1,∞[, (39)

A continuación presentamos en detalle los resultados de existencia y estabilidad de soluciones periódi-

cas para el modelo de Nathanson (36) y el modelo de Comb-drive desplazado (39) establecidos en [4, 27].

Se define

Γp,γ =
{

a ∈ Lp (0,T ) :∥ (a −γ2/4)+ ∥Lp< K (2p∗)
}

,
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con p ∈ [1,∞] y K (q) la mejor constante Sobolev que satisface en la desigualdad

K ∥ u ∥2
Lq≤∥ u̇ ∥2

L2 , ∀u = u(t ) ∈ H 1
0 ([0,T ]).

Teorema 8. Para el modelo de Nathanson (36) asuma las siguientes condiciones

0 <V 2
mı́n <V 2

máx ≤ 4/27β.

1−2βV 2(t ) ∈ Γp,γ y γ2/4+2βV 2(t ) < 1 para todo t ∈ [0,T ] para algún p ∈ [1,∞].

Entonces, la ecuación (36) tiene exactamente dos soluciones T -periódicas y positivas, ψ1 y ψ2 tales que

0 < η1 ≤ψ1(t ) ≤ ξ1 ≤ 1/3 ≤ ξ2 ≤ψ2(t ) ≤ η2, ∀t ∈ [0,T ],

con ηi ,ξi , i = 1,2 las respectivas soluciones de

x(1−x)2 =βVmı́n, y x(1−x)2 =βVmáx,

en [0,1]. Más aún, ψ1 es asintóticamente estable y ψ2 es inestable. Adicionalmente, si

γ2

4
< 1−3ξ1

1−ξ1
,

entonces ψ1(t ) es localmente exponencialmente asintóticamente estable con tasa de decaimiento expo-

nencial γ/2.

Ahora, para el modelo de Comb-drive desplazado (37), para cada u ∈ [0,1[ se definen

ϑmı́n := 4βV 2
mı́n, ϑmáx := 4βV 2

máx, ϑ∗(u) = (1−ς(u)2)(5ς(u)2 −4uς(u)−1).

en donde las cantidades ς(u) y ψ(u) están dadas por

ς(u) = u1/3

4

(
u2/3 +ψ(u)+ u4/3

ψ(u)

)
y ψ(u) =

(
u2 +4u

√
u2 +4+8

)1/3
. (40)

Lema 2. Considere la ecuación (37) con u ∈]0,1[ fijo. Asuma que

0 <ϑmı́n ≤ϑmáx ≤ϑ∗(u),

con ϑ∗(u) dado en (40) y defina φ(x,u) = (x −u)(1−x2)2. Entonces, existen tres súper-soluciones constan-

tes δi , i = 0,1,2 que satisfacen

φ(δ0,u) = θmáxδ0, φ(δi ,u) = θmı́nδi , i = 1,2,

y tres sub-soluciones ξ j , j = 0,1,2 que satisfacen

φ(ξ0,u) = θmı́nξ0, φ(ξi ,u) = θmáxξi , i = 1,2.

Más aún,

−1 < ξ0 ≤ δ0 < 0, y 0 < δ1 ≤ ξ1 < ς(u) < ξ2 ≤ δ2 < 1.
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Teorema 9. Sea u ∈ [0,1[ fijo. Bajo los supuestos del Lema 2 y las condiciones

M := 1−ϑmı́n <
(π

2

)2
y γ≤ γ∗ := máx

L∈[M ,π2/T 2]

L−Mp
L

cot
(pLT

2

)
. (41)

Entonces existen al menos tres soluciones T -periódicas no triviales ρ̂(t ), ψ̂1(t ) y ψ̂2(t ) de (37) tales que

ξ0 ≤ ρ̂(t ) ≤ δ0, δ1 ≤ ψ̂1(t ) ≤ ξ1 y ξ2 ≤ ψ̂2(t ) ≤ δ2,

para todo t ∈ [0,T ]. Más aún,

Si u = 0 entonces ψ̂1(t ) = 0 y ρ̂(t ) =−ψ̂2(t ) para todo t ∈R.

Bajo las condiciones (41) y para u ≪ 1, las únicas soluciones positivas, T -periódicas no triviales de

(37) son ψ̂1(t ) y ψ̂2(t ) y la única solución negativa, T -periódicas no trivial es ρ̂(t ).

Si γ≤ γ∗ y u ≪ 1 entonces ρ̂(t ) y ψ̂2 son inestables, mientras que si γ≤ mı́n
{
γ∗,γ∗∗

}
con

γ∗∗ = 2
√

1−ϑmáxs′(ξ1), s(x) = x

(1−x2)2 ,

ψ̂1(t ) es localmente asintóticamente estable.

Observación 1. Es importante resaltar que una consecuencia directa de las condiciones (41) es que el

sistema linealizado de (37) en ψ̂1(t ) dado por

Ẋ (t ) =
 0 1

4ψ̂1(t )3−3u ψ̂1(t )2−u

ψ̂1(t )
(
1−ψ̂1(t )2) −γ

 X (t ),

no admite soluciones T -periódicas no triviales. (La misma conclusión se deduce ψ̂2(t ) y ρ̂0(t ) para u ≪ 1).

La demostración de esta afirmación se deduce de los resultados presentes en [8] y la monotonía de las

funciones ∂x g (t , x) y ∂2
x g (t , x) con

g (t , x) = x −u − 4βV 2(t )x

(1−x2)2 ,

en los conjuntos

E0 = {(t , x, ẋ) ∈ [0,T ]×]−1,0]×R : ξ0 ≤ x ≤ δ0} ,

E1 = {(t , x, ẋ) ∈ [0,T ]×]0,ς(u)[×R : δ1 ≤ x ≤ ξ1} ,

y

E2 = {(t , x, ẋ) ∈ [0,T ]×]ς(u),1[×R : ξ2 ≤ x ≤ δ2} .

En este trabajo, se demostrará que bajo condiciones adecuadas, en el modelo del Comb-drive despla-

zado y con retraso (8) existen de soluciones periódicas para τ > 0. La misma demostración puede ex-

tenderse a otro tipo de actuadores, como por ejemplo el AFM (39) bajo el efecto de un controlador

(F̂ (t ) = F (t )+G(ẋτ− ẋ)) o en particular el actuador tipo Nathanson (36) y sus variantes (ver [19, 28]),

también bajo el efecto de un controlador (V̂ (t ) =V (t )+G(ẋτ− ẋ)).



3. Resultados

En este capítulo se establecen y se demuestran los resultados matemáticos del presente trabajo de grado

en relación con la dinámica del actuador electrostático tipo peine (ver [27]) y bajo los efectos de contro-

lador realimentado

ẍ +γẋ +x −u = 4βV 2(t ,ϕ(ẋ(t ), ẋτ(t )))x

(1−x2)2 , x ∈]−1,1[, u ∈ [0,1[, (42)

en el cual

V (t ,ϕ(ẋ, ẋτ)) = v0 +δv(t )+ϕ(ẋ, ẋτ) y ϕ(ẋ, ẋτ) =G(ẋτ− ẋ).

Los parámetros v0, δ, G y la función V (t ) satisfacen las mismas condiciones presentadas en la intro-

ducción. Nuestro punto de partida será un análisis de la estabilidad local de las posibles soluciones de

equilibrio correspondientes al caso autónomo asociado. Entre otras cosas, se demostrará la existencia

de un único equilibrio localmente asintóticamente estable y se dará una cota explícita para los valores

del retraso τ donde dicha propiedad cualitativa persiste. Estos resultados darán respuesta a la pregunta

de investigación P2. Seguidamente, respecto a la pregunta de investigación P3, por medio del método

de múltiples escalas, se demuestra la existencia de soluciones periódicas para una pequeña perturba-

ción de (42) cerca del equilibrio estable del caso autónomo. Posteriormente, se demuestra la existencia

y estabilidad de tres soluciones periódicas para (42) que emergen como continuación local a partir del

caso τ= 0, dándose así una respuesta a la pregunta de investigación P1.

3-1. Efectos de un retraso temporal en el actuador Comb-drive
desplazado

Iniciamos nuestro análisis de (42) considerando el caso δ = 0, en cuyo caso tenemos la ecuación autó-

noma con retraso

ẍ +γẋ +x −u = 4β(v0 +G(ẋτ− ẋ))2x

(1−x2)2 , x ∈]−1,1[, (43)

Para cada u ∈ [0,1[, se definen las siguientes cantidades

ς(u) = u1/3

4

(
u2/3 +ψ(u)+ u4/3

ψ(u)

)
con ψ(u) =

(
u2 +4

√
u2 +4+8

)1/3
.

junto con

ϑ∗(u) = (1−ς(u)2)(−5ς(u)2 +4uς(u)+1).

Proposición 1. Para cada u ∈ [0,1[ fijo, suponga que 0 < v0 <
√

ϑ∗(u)
4β con ϑ∗(u) definido anteriormente.

La ecuación diferencial (43) admite dos equilibrios x̂1, x̂2 en ]0,1[ con el orden 0 < x̂1 < (2u−
p

4u2 +5)/5 <
x̂2 < 1. Más aún, si τ= 0 el equilibrio x̂2 es inestable, por otro lado si se cumple que 0 < γ< 2

√
−4 x̂3

1+3u x̂2
1+u

x̂1 (1−x̂1
2)

el equilibrio x̂1 es localmente asintóticamente estable.
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Demostración. En la primera parte de la demostración, seguimos las ideas presentes en (ver [22, 27]). Un

cálculo directo muestra que los equilibrios x(t ) = x, ∀t ∈Rde (43) satisfacen la ecuación uno-paramétrica

φ(x,u)−ϑx = 0, φ(x,u) = (x −u)(1−x2)2, ϑ= 4βv2
0 , ϑ> 0. (44)

Nos interesa determinar un intervalo abierto de parámetros el cual garantice la existencia de al menos

dos soluciones de equilibrios de (43) en ]0,1[. Por lo tanto, debemos analizar los posibles puntos de

bifurcación asociados a (44). Esto es, analizamos el sistema

φ(x,u) =ϑx

∂xφ(x,u) =ϑ

}
⇔ (x −u)(1−x2)2 =ϑx

(1−x2)(−5 x2 +4u x +1) =ϑ

}
(45)

El sistema (45) nos deja la ecuación (1− x2)(4 x3 −3ux2 −u) = 0, la cual tiene soluciones en x =±1 y las

raíces del polinomio w(x) = 4 x3 −3ux2 −u, el cual tiene una raíz real positiva 0 < ς(u) < 1 dada por

ς(u) = u1/3

4

(
u2/3 +ψ(u)+ u4/3

ψ(u)

)
, con ψ(u) =

(
u2 +4

√
u2 +4+8

)1/3
.

De la segunda ecuación en (45), el parámetro ϑ∗ es determinado por

ϑ∗(u) = (1−ς(u)2)(−5ς(u)2 +4uς(u)+1). (46)

En este punto, nos interesa determinar los extremos relativos asociados a φ(x,u). Por lo que estudiamos

las derivadas

∂xφ(x,u) = (1−x2)(−5 x2 +4u x +1) y ∂xxφ(x,u) = 20 x3 −12u x2 −12 x +4u.

Resolviendo ∂xφ(x,u) = 0 obtenemos x =±1 y x = ξ±(u) dadas por

ξ+(u) =
(
2u +

√
4u2 +5

)
/5,

ξ−(u) =
(
2u −

√
4u2 +5

)
/5.

Dado que ∂xxφ(ξ+(u),u) < 0 y ∂xxφ(ξ−(u),u) > 0 entonces φ(ξ+(u),u) es un máximo local de φ(x,u)

en [0,1] y φ(ξ−(u),u) es un mínimo local de φ(x,u) en [−1,0]. En la siguiente figura se visualizan dos

posibles casos. Del Lema 3.1 en [27] para 0 <ϑ<ϑ∗ la ecuación (44) admite tres raíces (lo que equivale a

decir que (43) admite tres soluciones de equilibrio) x̂0, x̂1 y x̂2 que satisface el orden

x̂0 < ξ− < 0 < x̂1 < ς< ξ+ < x̂2 < 1.

Figura 6. Gráfica de φ(x,u) = (x −u)(1− x2)2. En la izquierda observamos el caso u = 0.15 en el cual

tenemos ϑ∗ ≈ 0.4431, ξ+ ≈ 0.5112 y ξ− ≈−0.3912. A la derecha el caso u = 0.45 el cual nos deja

con ϑ∗ ≈ 0.1040, ξ+ ≈ 0.6621 y ξ− ≈−0.3021.
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En el caso τ= 0, la ecuación linealizada asociada a cada equilibrio x̂(t ) = x̂i , i = 1,2 esta dada por

ÿ +γẏ +
(
∂xφ(x̂i ,u)−ϑ

(1− x̂2
i )2

)
y = 0 ⇔ ÿ +γẏ +

(
1− ϑ(1+3x̂2

i (u))

(1− x̂2
i (u))3

)
y = 0, i = 1,2, (⋆)

un cálculo directo muestra que los valores propios ρi
j , j = 1,2 asociados a (⋆) están dados por

2ρi
1,2 =−γ±

√√√√γ2 −4
(
1− ϑ(1+3x̂2

i (u))

(1− x̂2
i (u))3

)
, i = 1,2.

En este punto cabe mencionar que se puede comprobar directamente que la función f (x,ϑ) =ϑ−φ(x,u),

presenta una bifurcación tipo Fold en (ς(u),ϑ∗) (ver Apéndice) Por lo tanto, dado que x̂1 < ς(u) < x̂2 se

deduce que

En x̂2 se verifica
∂xφ(x̂2,u)−ϑ

(1− x̂2
2)2

= 1− ϑ(1+3x̂2
2(u))

(1− x̂2
2(u))3

< 0.

Por lo tanto ρ2
1,2 ∈R con sg n(ρ1) =−sg n(ρ2) concluyéndose así que x̂2 es un equilibrio inestable.

En x̂1 se verifica
∂xφ(x̂1,u)−ϑ

(1− x̂2
1)2

= 1− ϑ(1+3x̂2
1(u))

(1− x̂2
2(u))3

> 0.

Por lo tanto, bajo la condición

0 < γ< 2

√√√√−4 x̂3
1 +3u x̂2

1 +u

x̂1
(
1− x̂2

1

) ,

se deduce directamente que ρ1
1,2 ∈ C con Re(ρ1

1,2) = −γ < 0. En consecuencia, x̂1 es un equilibrio

localmente asintóticamente estable.

□

Siguiendo las mismas ideas presentes en la demostración de la Proposición 1 se sigue directamente el

siguiente resultado.

Corolario 2. Considere el actuador electrostático tipo Comb-drive desplazado

ẍ +γẋ +x −u = 4βv2
0 x

(1−x2)2 , x ∈]−1,1[, (47)

con 0 < v0 <
√

ϑ∗(u)
4β

1 y u ∈ [0,1[. Entonces existen exactamente dos soluciones de equilibrio x̂1(u), x̂2(u) ∈
]0,1[ con 0 < x̂1 < (2u +

p
4u2 +5)/5 < x̂2 < 1. Más aún, x̂2(u) es un equilibrio tipo silla y x̂1(u) es un

equilibrio tipo centro cuyo periodo mínimo de oscilación (periodo del problema linealizado asociado)

esta dado por

T̂ = 2π/ω̂, con ω̂2 = 1− 4βv2
0(1+3x̂2

1(u))

(1− x̂2
1(u))3

.

1Note que para el actuador tipo peine (47) el voltaje pull-in, es justamente vpul l =
√

ϑ∗(u)
4β .
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Este valor será un valor de referencia para un hipotético intervalo de valores positivos del delay donde la

estabilidad del equilibrio persista, incluso existan posibles soluciones periódicas del dispositivo cuando

el voltaje sea una función periódica. Por lo tanto, el siguiente resultado nos brinda condiciones para

garantizar la estabilidad del equilibrio (x̂1,0) del sistema (49) para valores de τ> 0.

Nuestra atención ahora se enfoca en extender los resultados de la Proposición 1, para valores no cero del

retraso (τ> 0). Con este propósito en mente, hacemos el siguiente cambio de variables

z1 = x, z2 = ẋ ⇒ z1τ(t ) = x(t −τ), z2τ(t ) = ẋ(t −τ). (48)

En consecuencia, la ecuación (43) queda en la forma

ż1 = z2

ż2 = 4β(v0 +G(z2τ− z2))2z1

(1− z2
1)2

−γz2 − z1 +u

 . (49)

Note que (49) es un sistema autónomo no lineal y con retraso de la forma

Ż = F (Z , Zτ), con F (Z , Zτ) =
(

z2
4β(v0+G(z2τ−z2))2z1

(1−z2
1 )2 −γz2 − z1 +u

)
,

en donde Z = (z1, z2)tr , y Zτ = (z1τ, z2τ)tr . Como bien se ha dicho antes, cuando un actuador electros-

tático se encuentra en presencia del controlador, los dos parámetros claves que entran en escena para

analizar la dinámica del electrodo móvil son justamente la ganancia G y el delay τ. El siguiente resultado

nos brinda un cota explícita para los valores del retraso τ en donde la estabilidad asintótica del equilibrio

Z∗ = (x̂1,0) de (49) persiste para τ> 0.

Teorema 10. Sea Z∗ = (x̂1,0) el punto de equilibrio del sistema (49) con x̂1 dado en la Proposición 1. Se

define

a = 4 x̂3
1 − u x̂2

1 −u

x̂1
(
1− x̂2

1

) , g = 2(x̂1 −u)G

v0
y χ=−a2 +γ2 +1−

√
(a2 +γ2 +1)2 −4a2

2a
.

Entonces Z∗ = (x̂1,0) es un punto de equilibrio localmente asintóticamente estable para todo 0 ≤ τ < τ0

con

τ0 =
p
χ|a|

|g |máx
{

1, 1−a
γ

}(
máx

{
1, |a|+ |γ+ g |}+|g |) . (50)

Demostración. De la Proposición 1 es claro que (x̂1,0) es un equilibrio de (49). Por lo tanto, el sistema

linealizado de (49) asociado a (x̂1,0), el cual esta dado por

Ẏ = DZ F (x̂1,0)Y +DZτ
F (x̂1,0)Yτ. (51)

Un cálculo directo muestra que

DZ F (x̂1,0) =
 0 1

4 x̂3
1−3u x̂2

1−u
x̂1 (1−x̂2

1) −γ− 8Gβv0 x̂1

(1−x̂2
1)2

 y DZτ
F (x̂1,0) =

(
0 0

0 8Gβv0 x̂1

(1−x̂1
2)2

)
.
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Por lo tanto, (51) es un sistema lineal con retraso de la forma (ver marco teórico 2 en la sección 2-2-2)

dado por

Ẏ = AY +BYτ, con A =
 0 1

4 x̂3
1−3u x̂2

1−u
x̂1 (1−x̂2

1) −γ− 8Gβv0 x̂1

(1−x̂2
1)2

 y B =
(

0 0

0 8Gβv0 x̂1

(1−x̂1
2)2

)
.

Escribimos las matrices A y B en la forma

A =
(

0 1

a −γ− g

)
y B =

(
0 0

0 g

)
.

De la Proposición 1 la solución trivial de

Ż = (A+B)Z ,

es asintóticamente estable. Ahora, definamos la matriz C = (ci , j )1≤i , j≤2 con

c11 = c1,2

(γ2 −a(1−a)

γ

)
, c22 = c12

(1−a

γ

)
, y c12 = c21 =− 1

2a
,

Afirmamos que a < 0, en efecto

a = 4 x̂3
1 −3u x̂2

1 −u

x̂1
(
1− x̂2

1

) =−
(
1− ϑ(1+3x̂2

1(u))

(1− x̂2
1(u))3

)
< 0.

Un cálculo directo muestra que c11 > 0 y detC > 0. Por lo tanto, por el criterio de Sylvester la matriz C

real y simétrica es definida positiva. Más aún, C satisface la ecuación matricial

(A+B)T C +C (A+B) =
(

2ac12 c11 −γc12 +ac22

c11 −γc12 +ac22 2(c12 −γc22)

)
=−I2.

Las condiciones anteriores corresponden precisamente a las hipótesis del Teorema (II) de la sección del

Apéndice (I-II). En consecuencia, la solución trivial de (51) es asintóticamente estable para todo 0 ≤ τ<
τ0 con

τ0 =
(
2
(||A||+ ||B ||)||C B ||

)−1(
χmı́n(C )/χmáx(C )

)1/2
,

en donde χmı́n(C ) y χmáx(C ) respectivamente denotan el valor propio más pequeño y el valor propio más

grande de C . Considerando la normal matricial ||P ||∞ = máx
{|p11|+ |p12|, |p21|+ |p22|

}
para una matriz

real p = (pi , j )1≤i , j≤2, se comprueba directamente que

||A||∞ = máx
{
1, |a|+ |γ+ g |} , ||B ||∞ = |g |,

||C B ||∞ = |g |
2|a| máx

{
1,

1−a

γ

}
,

χmı́n(C )

χmáx(C )
=−a2 +γ2 +1−

√
(a2 +γ2 +1)2 −4a2

2a
.

En conclusión, el punto de equilibrio Z∗ = (x̂1,0) de (49) es localmente asintóticamente estable para

todo 0 ≤ τ< τ0 con τ0 dado por (12). Esto completa la demostración.

□
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En este punto es conveniente recordar el comentario posterior al Corolario 2, en el donde se menciona

que si el actuador (43) opera sin fuerza de amortiguamiento y sin controlador, el equilibrio (x̂1,0) es un

equilibrio tipo centro con periodo mínimo T̂ = 2π/ω̂. A diferencia del Teorema 10 el siguiente resultado

presenta otra estrategia para garantizar la estabilidad del equilibrio (x̂1,0) en termino de los parámetros

G ∈R y τ ∈R+.

Teorema 11. Sea τ ∈I ⊆ [0,T̂ ] y Z∗ = (x̂1,0) el punto de equilibrio de (49) con x̂1 dado en la Proposición

1, además 0 < γ< 2

√
−4 x̂3

1+3u x̂2
1+u

x̂1 (1−x̂2
1) . Para cada τ ∈I , sea κ= κ(τ) la solución de la ecuación

κ

(
κ− γsen(κτ)

1−cos(κτ)

)
= −4 x̂3

1 +3u x̂2
1 +u

x̂1
(
1− x̂2

1

) ,

en el dominio
{
(τ,κ) : 0 < κτ< 2π

}
. Si la ganancia del controlador satisface la condición

G >− η

1−cos(κτ)
, con η= γ(1− x̂2

1)2

8βv0 x̂1
,

entonces Z∗ = (x̂1,0) es un punto de equilibrio localmente asintóticamente estable del sistema (49). Más

aún, el mínimo valor de G donde se garantiza estabilidad asintótica es Gmı́n =−η/2.

Demostración. Consideremos de nuevo el sistema linealizado de (49) asociado a (x̂1,0) dado por (51).

Sabemos bien que la búsqueda de soluciones de tipo Y (t ) = eλtΥ, con λ ∈ C y Υ = (υ1,υ2)tr , υi ∈ C,

invoca el estudio de la ecuación característica

det(λI − A−e−λτB) = 0,

la cual para el caso de un sistema lineal con retraso en el plano, sabemos que se puede expresar en forma

extendida como

λ2 − (tr A)λ+det A+e−2τλdetB +e−τλ(C −λtr B) = 0,

en donde

C = det(a1|b2)+det(b1|a2) con (a1|b2) =
 0 0

4 x̂3
1−3u x̂2

1−u
x̂1 (1−x̂2

1)
8Gβv0 x̂1

(1−x̂1
2)2

 y (b1|a2) =
(

0 1

0 −γ− 8Gβv0 x̂1

(1−x̂2
1)2

)
.

La ecuación característica queda de la forma

λ2 + (
γ+α1

(
1−e−λτ

))
λ+α2 = 0, (52)

con

α1 = 8Gβv0 x̂1(
1− x̂1

2
)2 y α2 =

−4 x̂3
1 +3u x̂2

1 +u

x̂1
(
1− x̂2

1

) = ω̂2.

Sea λ=λ1 +λ2i , con λs ∈R, s = 1,2.

λ2 =λ2
1 −λ2

2 +2λ1λ2i ,

e−λτλ= e−λ1τ(cos(λ2τ)λ1 + sen(λ2τ)λ2)+e−λ1τ(cos(λ2τ)λ2 − sen(λ2τ)λ1)i .
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De la ecuación característica se deduce el siguiente sistema de ecuaciones en R.

λ2
1 −λ2

2 +γλ1 +α1λ1 +α2 −α1e−λ1τ(cos(λ2τ)λ1 + sen(λ2τ)λ2) = 0,

2λ1λ2 +γλ2 +α1λ2 −α1e−λ1τ(cos(λ2τ)λ2 − sen(λ2τ)λ1) = 0.
(53)

Recordar que nuestro objetivo es determinar condiciones donde la solución de equilibrio (x̂1,0) continúe

siendo localmente asintóticamente estable para valores positivos del delay. Por lo tanto, queremos que

las soluciones Y (t ) sean acotadas y que su modulo tienda a cero, en tal caso buscamos que se verifique la

condiciónλ1 < 0. Sea 0 <λ2, y considere la segunda ecuación en (53) la cual bajo el supuesto la podemos

escribir en la forma

2λ1 +γ+α1
(
1−e−λ1τ cos(λ2τ)

)+ α1

λ2
e−λ1τ sen(λ2τ)λ1 = 0.

Dado que

λ1 ≶ 0 ⇔ α1
(
1−e−λ1τ cos(λ2τ)

)
≶α1

(
1−cos(λ2τ)

)
,

se sigue directamente

0 = 2λ1 +γ+α1
(
1−e−λ1τ cos(λ2τ)

)+ α1

λ2
e−λ1τ sen(λ2τ)λ1 ≶ γ+α1

(
1−cos(λ2τ)

) ⇔ λ1 ≶ 0.

Por lo tanto, analizando el caso límite λ1 = 0 podemos determinar una región abierta R de parámetros

críticos, cuya frontera esta dada por el sistema de ecuaciones (derivado de (53))

λ2
(
λ2 +α1 sen(λ2τ)

)=α2,

λ2
(
γ+α1

(
1−cos(λ2τ)

)= 0.

Claramente, siλ2 = 0 entoncesα2 = 0 lo cual es una contradicción. De manera que, paraλ2 ̸= 0, llegamos

a la relación

γ+α1
(
1−cos(λ2τ)

)= 0, ⇔ γ+ 8Gβv0 x̂1(
1− x̂1

2
)2

(
1−cos(λ2τ)

)= 0.

Considerando el dominio Γ= {
(τ,λ2) : 0 < λ2τ< 2π

}
para cada valor del delay τ> 0 fijo, encontramos el

valor de la frecuencia λ2 =λ2(τ) por medio de la ecuación

λ2

(
λ2 − γsen(λ2τ)

1−cos(λ2τ)

)
= −4 x̂3

1 +3u x̂2
1 +u

x̂1
(
1− x̂2

1

) = ω̂2. (54)

Un cálculo directo muestra que la función f :]0,2π/τ[→R, λ2 → f (λ2) dada por

f (λ2) =λ2

(
λ2 − γsen(λ2τ)

1−cos(λ2τ)

)
,

es monótona creciente y f (λ2) →+∞ si λ2 → 2π/τ. Por lo tanto, para cada τ la ecuación (54) determina

un único λ2 = λ2(τ) que satisface f (λ2) = ω̂2. A partir de lo anterior, para cada γ, β, y v0 fijos, se verifica

entonces que λ1 ≤ 0 siempre que (G ,τ) se encuentre en el dominio

R =
{

(G ,τ) : G ≥− η

1−cos(λ2τ)

}
, con η= γ(1− x̂2

1)2

8βv0 x̂1
,
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La frontera de R es la gráfica de la función

G :]0,2π[→R−, G(m) =− η

1−cos(m)
,

la cual satisface

ĺım
m→0

G(m) = ĺım
m→2π

G(m) =−∞,

y además tiene un valor máximo de −η/2 en m =π. En efecto, se calculan las derivadas

G ′(m) = sen(m)

(cos(m)−1)2 y G ′′(m) =−η
(
2+cos(m)

)
4

csc4
(m

2

)
,

y se deduce que G ′(m) = 0 si m = π. Puesto que G ′′(π) = −η/4 < 0 entonces G(π) = −η/2 es un máximo

local. Esto completa la demostración.

□

Observación 2. Bajo las condiciones del Teorema 11 si la ganancia del controlador satisface la condición

G +η/2 > 0, ⇔ G + γ(1− x̂2
1)2

16βv0x̂1
> 0,

el equilibrio (x̂1,0) es localmente asintóticamente estable para todo τ ∈ I ⊆ [0,T̂ ]. En particular para

τ=π/ω̂ se tiene

λ2

(
λ2 −

γsen
(πλ2
ω̂

)
1−cos

(πλ2
ω̂

))
= ω̂2, ⇔ λ2

2 − ω̂2 = γλ2 sen
(πλ2
ω̂

)
1−cos

(πλ2
ω̂

) ,

cuya única solución es λ2 = ω̂. Por lo tanto, de la primera ecuación en (53) λ1 satisface

2λ1 +γ+α1
(
1−e−

π
ω̂
λ1

)= 0, ⇔ 1−e−
2π
ω̂
λ1 =−(2λ1

α1
+ γ

α1

)
,

ecuación que admite una única solución λ∗
1 < 0. En consecuencia, las soluciones Y ∗(t ) de (51) serían de la

forma

Y ∗(t ) = e(λ∗
1+i ω̂)tΥ, con Υ= (υ1,υ2)tr , υi ∈C.

Observación 3: Extensión de resultados a otros modelos tipo MEMS. En particular consideramos la

ecuación de movimiento para el electrodo móvil del actuador electrostático tipo Nathanson basado en

grafeno (ver [19, 28]), dada por

ẍ +γẋ +x(1−ζ|x|) = βV 2(t ,ϕ(ẋ, ẋτ))

(1−x)2 , x ∈]−∞,1[, (55)

en donde ζ ∈ R+ 2, V (t ,ϕ(ẋ, ẋτ)) = v0 +δv(t )+ϕ(ẋ, ẋτ) y ϕ(ẋ, ẋτ) = G(ẋτ− ẋ). Considerando el caso δ = 0

de (55) y bajo el cambio de variable (48) expresamos (55) como un sistema de ecuaciones de primer orden

con retraso en la forma
ż1 = z2

ż2 = β(v0 +G(z2τ− z2))2

(1− z1)2 −γz2 − z1(1−ζ|z1|)

 (56)

2Note que en el caso ζ= 0, recuperamos el actuador tipo Nathanson (36).
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En [19] se demuestra la existencia de exactamente tres soluciones de equilibro (x̃i ,0), i = 0,1,2 para (56) en

donde en donde x̃i , i = 0,1,2 son soluciones de la ecuación uno-paramétrica

φ̃ζ(x)− ϑ̃= 0, con φ̃ζ(x) = x(1−ζ|x|)(1−x)2, ϑ̃=βv2
0 , (57)

siempre que ϑ̃<Kζ, con

Kζ = máx
x∈]0,Sζ[

φ̃ζ(x) > 0, en donde Sζ =
1 si 0 < ζ≤ 1,

1/ζ si ζ> 1.

Más aún, x̃i , i = 0,1,2 satisfacen

x̃0 ∈
]−∞,−1

ζ

[
, x̃1 ∈

]
0,Cζ

[
y x̃2 ∈

]
Cζ,Sζ

[
en donde Kζ = φ̃ζ(Cζ), Cζ ∈

]
0,Sζ

[
.

Figura 7. Gráfico de φ̃ζ(x) = x(1−ζ|x|)(1−x)2 en el caso ζ= 2.0294 ·10−2 con x ∈ [−73.5828,74.2494].

De otro lado, definiendo la función

h :]−∞,1[→R, x → h(x) = φ̃ζ(x)

(1−x)2 ,

la ecuación linealizada asociada a cada equilibrio (x̃i ,0), i = 1,2 (expresada como una ecuación de segun-

do orden) esta dada por

ÿ +γẏ +h′(xi )y = 0, ⇔ ÿ +γẏ +
( (1− x̃i )φ̂′

ζ
(xi )+2ṽ

(1− x̃i )3

)
y = 0, i = 0,1,2. (⋆⋆)

Cálculos directos muestran que φ̂′
ζ
(x) > 0 en ]0,Cζ[. en particular, para el equilibrio (x̃1,0) con x̃1 ∈]0,Cζ[

los valores propios ρ̃i
j , j = 1,2 asociados a (⋆⋆) dados por

2ρ̃1
1,2 =−γ±

√
γ2 −4

( (1− x̃i )φ̂ζ(x̃i )+2ṽ

(1− x̃i )3

)
,

Por lo tanto, bajo la condición

0 < γ< 2

√
(1− x̃i )φ̂ζ(x̃i )+2ṽ

(1− x̃i )3 ,



48 3 Resultados

se deduce que ρ̃1
1,2 ∈C y además Re(ρ̃1

1,2) =−γ< 0, por lo tanto (x̃1,0) es un equilibrio localmente asintóti-

camente estable (tipo foco atractor). Al igual que en el actuador tipo Peine, se comprueba que para el caso

τ> 0 el sistema linealizado en el equilibrio (x̃1,0) es

Ẏ = ÃY + B̃Yτ, con Ã =
(

0 1

−h′(x̂1) −γ− 2Gβv0

(1−x̃1)2

)
y B̃ =

(
0 0

0 2Gβv0

(1−x̃1)2

)
.

Además, cuando el actuador (55) opere sin fuerza de amortiguamiento y sin controlador, el equilibrio

(x̂1,0) es de tipo centro con periodo mínimo T̃ = 2π/ω̃, con ω̃2 = h′(x̂1).

A partir de aquí, y siguiendo las mismas ideas presentes para el actuador tipo peine (43) se obtienen los

siguientes resultados.

Teorema 12. Sea Z̃∗ = (x̃1,0) el punto de equilibrio del sistema (56) con 0 < x̂1 <Cζ. Se definen las matrices

Ã =
(

0 1

ã −γ− g̃

)
y B̃ =

(
0 0

0 g̃

)
,

siendo en este caso

ã =−h′(x̂1), g̃ = 2(1− x̃1)G

v0
, χ̃=− ã2 +γ2 +1−

√
(ã2 +γ2 +1)2 −4ã2

2ã
.

Entonces Z∗ = (x̂1,0) es un punto de equilibrio localmente asintóticamente estable para todo 0 ≤ τ < τ̃0

con

τ̃0 =
√
χ̃|ã|

|g̃ |máx
{

1, 1−ã
γ

}(
máx

{
1, |ã|+ |γ+ g̃ |}+|g̃ |) .

Sin entrar en detalles, podemos afirmar que la versión equivalente del Teorema 11 para el modelo de

Nathanson basado en grafeno (55) en el caso δ = 0, afirma que para cada γ,β y v0 fijos, el equilibrio

(x̃1,0) es localmente asintóticamente estable si G y τ se encuentra en la región

R̃ =
{

(G ,τ) : G ≥− η̃

1−cos(λ̃τ)
, τ ∈ [0,T̃ ]

}
,

en donde κ̃= κ̃(τ) se determina por medio de la ecuación

κ̃
(
κ̃− γsen(κ̃τ)

1−cos(κ̃τ)

)
= (1− x̃i )φ̂ζ(x̃i )+2βv2

0

(1− x̃i )3 ,

cuya la frontera de R es la gráfica de la función

G :]0,2π/ω̃[→R−, G(τ) =− η̃

1−cos(λ2τ)
, siendo η̃= γ(1− x̃1)2

2βv0
.

Si la ganancia del controlador satisface la condición

G + η̃/2 > 0, ⇔ G + γ(1− x̃1)2

4βv0
> 0,

el equilibrio (x̃1,0) es localmente asintóticamente estable para todo τ⊂]0,T̃ [. En particular para τ=π/ω̃

se tiene κ̃= ω̃. Esto completa nuestra observación.
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3-1-1. Método de múltiples escalas para el actuador tipo peine

A partir de los resultados de la sección 1-2-2 sobre el actuador tipo peine, en esta sección nos dispone-

mos a estudiar analíticamente la dinámica del oscilador tipo peine cerca del equilibrio (x̂1(u),0) determi-

nado por la Proposición 1 y en particular asumiendo pequeñas perturbaciones del modelo conservativo

dado en el Corolario 2. De forma más precisa, supondremos que el actuador (47) se modifica por medio

de una pequeña fuerza de amortiguamiento y que además opera en presencia de una pequeña fuente de

fuente de voltaje periódica y un controlador realimentado con pequeña ganancia G . Nuestro análisis se

basa en el técnica de perturbación conocida como el método de múltiples escalas (ver [25]), siguiendo

el procedimiento estándar presente en la sección 2-4-2. En particular el lector puede encontrar la idea

fundamental en el ejemplo 30 y en [25].

Sea x(t ) cualquier solución de (42) con condiciones iniciales cerca de (x̂1,0), con x̂1 = x̂1(u). Conside-

re la función y(t ,u) = x(t ,u)− x̂1(u). Note que y = y(t ) satisface la ecuación

ÿ +γẏ + y + x̂1 −u = 4β(y + x̂1)S2(t )

(1− (y + x̂1)2)2 .

Expandiendo el término no lineal
y + x̂1

(1− (y + x̂1)2)2 en y = 0 obtenemos

y + x̂1

(1− (y + x̂1)2)2 = x̂1

(1− x̂2
1)2

+ (1+3x̂2
1)y

(1− x̂2
1)3

+ 6x̂1(1+ x̂2
1)y2

(1− x̂2
1)4

+
( 1

(1+ x̂1)5 + 1

(1− x̂1)5

)
y3 +·· · (58)

De igual forma, para la función S2(t ) se tiene

S2(t ) = (v0 +δv(t )+G(ẏτ− ẏ))2 = v2
0 +2δv0v(t )+2v0G(ẏτ− ẏ)+·· · (59)

En adelante, para ϵ> 0 y pequeño, se asume que y =O(ϵ) y que además se cumple

i) La fuente de voltaje directa satisface v0 =O(1)

ii) Para la fuente de voltaje variable δv(t ) se supone que δ=O(ϵ3)

iii) La ganancia del controlador realimentado satisface G =O(ϵ2).

Por lo tanto,

L[y] = 4β
(
v2

0 +2v0G(ẏτ− ẏ)ϵ2 +2δv0v(t )ϵ3 +·· ·
)( x̂1

(1− x̂2
1)2

+ (1+3x̂2
1)y

(1− x̂2
1)3

+ 6x̂1(1+ x̂2
1)y2

(1− x̂2
1)4

+
( 1

(1+ x̂1)5 +·· ·
)

= 4βv2
0 x̂1

(1− x̂2
1)2

+ 4βv2
0(1+3x̂2

1)y

(1− x̂2
1)3

+ 24βv2
0 x̂1(1+ x̂2

1)y2

(1− x̂2
1)4

+
( 1

(1+ x̂1)5 + 1

(1− x̂1)5

)
y3+

8v0βx̂1G(ẏτ− ẏ)

(1− x̂2
1)4

ϵ2 + 8βv2
0δx̂1v(t )

(1− x̂2
1)2

ϵ3 +·· ·

en donde L[y] = ÿ + γẏ + y + x̂1 − u. De esta forma, re-escalando el coeficiente de amortiguamiento,

agrupando términos y considerando términos hasta de orden tres se tiene finalmente

ÿ +ϵ2(γ0+8βv0Gx̂1

(1− x̂2
1)2

)
ẏ −ϵ2 8βv0Gx̂1

(1− x̂2
1)2

ẏτ+
(
1− 4βv2

0(1+3x̂2
1)

(1− x̂2
1)3

)
y − 24βv2

0(1+ x̂2
1)x̂1

(1− x̂2
1)4

y2 −
( 1

(1+ x̂1)5 + 1

(1− x̂1)5

)
y3 = 8βv2

0δx̂1v(t )

(1− x̂2
1)2

ϵ3
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Bajo la notación

ξ= γ+ 8βv0Gx̂1

(1− x̂2
1)2

, g =−8βv0Gx̂1

(1− x̂2
1)4

, ω̂=
√√√√−4 x̂3

1 +3u x̂2
1 +u

x̂1
(
1− x̂2

1

)
ω̂2 =−24βv2

0(1+ x̂2
1)x̂1

(1− x̂2
1)4

, ω̂3 =−
( 1

(1+ x̂1)5 + 1

(1− x̂1)5

)
, α= 8βv2

0δx̂1

(1− x̂2
1)2

.

(60)

tenemos la familia de ecuaciones

ÿ +ϵ2(ξẏ + g ẏτ
)+ ω̂2 y + ω̂2 y2 + ω̂3 y3 =αv(t )ϵ3.

A continuación consideramos frecuencias de oscilación cercanas a la frecuencia natural ω̂. Por lo tanto,

si v(t ) = ν(2π

T
t
)

con ν(s) una función 2π-periódica con ν= 0, suponemos que 2π/T = ω̂+ϵ2ρ en donde

ρ se conoce como parámetro de no sintonización. Al sustituir lo anterior en (Pϵ) obtenemos

ÿ +ϵ2(ξẏ + g ẏτ
)+ ω̂2 y + ω̂2 y2 + ω̂3 y3 =αν((ω̂+ϵ2ρ)t )ϵ3. (Pϵ)

Método de múltiples escalas sobre el actuador tipo peine

Suponemos que las soluciones de (Pϵ) son de la forma

y(t ,ϵ) =
∞∑

s=1
ϵs ys(t0, t1, t2), en donde t0 = t , t1 = ϵt , y t2 = ϵ2t . (†)

Siguiendo los pasos de la Sección 2-4-2 y en [25] se asume que el término de delay yτ(t ) es de la forma

yτ(t ,ϵ) =
∞∑

s=1
ϵs ys(t0,τ, t1,τ, t2,τ), en donde t0,τ = t0 −τ, t1,τ = t1 −ϵτ, y t2,τ = t2 −ϵ2τ,

expresión la cuál para ϵτ pequeño, t1,τ ≈ t1 y ϵ2τ pequeño, t2,τ ≈ t2 se tiene

yτ(t ,ϵ) =
3∑

s=1
ϵs ŷs(t0,τ, t1, t2)−ϵ2τ∂t1 y1(t0,τ, t1,τ, t2,τ)−ϵ3τ∂t2 y1(t0,τ, t1,τ, t2,τ)+ . . .

A continuación, usando la regla de la cadena se tiene directamente

ẏ(t ,ϵ) = d y

d t
= {

(∂t0 +ϵ∂t1 +ϵ2∂t2 +·· · )y
} |t j=ϵ j t , j = 1,2,3.

A partir de aquí, podemos escribir formalmente

d

d t
= ∂t0 +ϵ∂t1 +ϵ2∂t2 +·· · ,

d 2

d t 2 = d

d t

(
∂t0 +ϵ∂t1 +ϵ2∂t2 +·· ·)= ∂2

t0
+2ϵ∂2

t0t1
+ϵ2(∂2

t1
+2∂t0t2

)+·· · , (††)

Procedemos ahora con el método de escalas múltiples al sustituir (†) y (††) en (Pϵ) y obtener la ecuación

formal

(
∂2

t0
+·· ·)(ϵy1(t0, t1, t2)+·· ·)+ϵ2(ξ(∂t0 +·· · )(ϵy1(t0, t1, t2)+·· · )+ g (∂t0 +·· · )(

3∑
s=1

ϵs ŷs(t0,τ, t1, t2)− . . . )
)+

ω̂2(ϵy1(t0, t1, t2)+·· · )+ ω̂2(ϵy1(t0, t1, t2)+·· · )2 + ω̂3(ϵy1(t0, t1, t2)+·· · )3 =αν(ω̂t0 +ρt2)ϵ3.
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Lo que nos brinda la siguiente pirámide de ecuaciones diferenciales lineales de perturbación respecto al

orden de ϵ

ϵ : ∂2
t0

y1 + ω̂2 y1 = 0,

ϵ2 : ∂2
t0

y2 + ω̂2 y2 =−[2∂t0t1 y1 + ω̂2 y2
1],

ϵ3 : ∂2
t0

y3 + ω̂2 y3 =−[2∂t0t1 y2 +2∂t0t2 y1 +∂2
t1

y1 +ξ∂t0 y1 + ω̂2 y1 y2 + g∂t0 ŷ1,τ+ ω̂3 y3
1 −αν(ωt0 +ρt2)],

ϵ4 : ∂2
t0

y4 + ω̂2 y4 =−[2∂2
t0,t1

y3 +2∂2
t0,t2

y2 +·· · ],
...

Estudiamos ahora el sistema de ecuaciones correspondientes a los órdenes O(1),O(2) y O(3). Por lo tanto,

para el orden ϵ tenemos la ecuación

∂2
t0

y1 + ω̂2 y1 = 0,

cuya solución general esta dada por

y1(t0, t1, t2) =K (t1, t2)exp{i ω̂t0}+K ∗(t1, t2)exp{−i ω̂t0} ,

=K (t1, t2)exp{i ω̂t0}+ (∗),
(61)

en donde K ∈ C con |K | el módulo de y1. Además, z∗ denota el conjugado de z ∈ C y z + (∗) significa

z + z∗. Sustituyendo (61) en la ecuación correspondiente al orden ϵ2 se obtiene

∂2
t0

y2 + ω̂2 y2 =−[2∂t0t1 y1 + ω̂2 y2
1],

=−[2i ω̂∂t1K exp{iωt0}+ ω̂2(K 2 exp{i 2ω̂t0}+|K |2)+ (∗)].
(62)

Dado que el término K = K (t1, t2) solo depende de las escalas de tiempo t1 y t2, la (62) es la ecuación

de movimiento de un oscilador armónico el resonancia. Por lo tanto, con el fin de evitar términos de

crecimiento de la forma t0 exp{i ω̂t0} se impone la condición (se anula el término secular)

∂t1K (t1, t2) = 0, ⇒ K =K (t2). (C0)

Como una consecuencia directa de la condición (C0) es que la función y1 no depende de t1. Por lo tanto

y1 = y1(t0, t2) con

y1(t0, t2) =K (t2)exp{i ω̂t0}+ (∗).

Además, un cálculo directo muestra que la solución particular de (62) esta dada por

y2(t0, t2) = 2ω̂2K (t2)
(
K (t2)cos(2ω̂t0)−3K ∗(t2)

)
3ω̂2 ,

= ω̂2

3ω̂2

(
K 2(t2)exp{i 2ω̂t0}−3|K (t2)|2

)
+ (∗).

(63)

Ahora pasamos a la ecuación diferencial correspondiente al orden ϵ3 sustituyendo (61) y (63) respectiva-

mente

∂2
t0

y3 + ω̂2 y3 =−[2∂t0t2 y1 +ξ∂t0 y1 + ω̂2 y1 y2 + g∂t0 ŷ1,τ+ ω̂3 y3
1 −αν(ω̂t0 +ρt2)]. (64)
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El término a la derecha en la ecuación (64) explícitamente esta dado por

−[2i ω̂∂t2K exp{i ω̂t0}+ξi ω̂K exp{i ω̂t0}+ ω̂2
2

3ω2

(
K 3 exp{i 3ω̂t0}−5K |K |2 exp{i ω̂t0}

)+
i g ω̂y1,τ+ ω̂3

(
K 3(t2)exp{i 3ω̂t0}+3K |K |2 exp{i ω̂t0}

)−αν(ω̂t0 +ρt2)]+ (∗).

En este punto es conveniente escribir la serie de Fourier de la función ν(s) en su forma compleja

ν(s) = c0 +
∞∑

m=1

(
cm exp{i ms}+ c−m exp{−i ms}

)
, en donde cm =

∫ π

−π
ν(s)e−i msd s, m ∈Z.

en donde c0 = v = 0. Lo que implica

ν(ω̂t0 +ρt2) =
∞∑

m=1
cm exp

{
i m(ω̂t0 +ρt2)

}+ (∗),

= c1 exp
{
iρt2

}
exp{i ω̂t0}+ c2 exp

{
i 2(ω̂t0 +ρt2)

}+·· · (∗),

= c1 exp
{
iρt2

}
exp{i ω̂t0}+ ν̂(t0, t2)+ (∗).

En consecuencia, la ecuación (64) queda en la forma

∂2
t0

y3 + ω̂2 y3 =−[
2i ω̂∂t2K exp{i ω̂t0}+ξi ω̂K exp{i ω̂t0}+ ω̂2

2

3ω̂2

(
K 3 exp{i 3ω̂t0}−5K |K |2 exp{i ω̂t0}

)+
i g ω̂ŷ1,τ+ ω̂3

(
K 3 exp{i 3ω̂t0}+3K |K |2 exp{i ω̂t0}

)−αc1 exp
{
iρt2

}
exp{i ω̂t0}−·· ·]+ (∗).

(65)

Al igual que antes eliminamos el término secular en (65) al considerar la condición

2i ω̂∂t2K + iξω̂K − 5ω̂2
2

3ω̂2 K |K |2 + i g ω̂K exp{−i ω̂τ}+3ω̂3K |K |2 −αc1 exp
{
iρt2

}= 0. (C1)

Con el fin de analizar la ecuación (C1) (como se puede apreciar es una ecuación en variables complejas),

escribimos la función K =K (t2) en forma polar

K = k exp
{
i f

}
, con k = k(t2) y f = f (t2).

Las funciones k(t2) y f (t2) son derivables y satisfacen

∂t2K (t2) = k ′(t2)exp
{
i f

}+ i k(t2) f ′(t2)exp
{
i f

}
,

lo que nos lleva a la ecuación diferencial en variables complejas

i ω̂
(
2k ′(t2)+ i 2k(t2) f ′(t2)+ξk(t2)−5ω̂2

2

3ω̂2 k3(t2)+ g k(t2)exp{−i ω̂τ}
)

exp
{
i f

}+
3ω̂3k3(t2)exp

{
i f

}−αc1 exp
{
iρt2

}= 0.

(66)

Bajo el cambio de variable ϱ= ρt2 − f , la ecuación diferencial (66) se divide en el sistema de ecuaciones

diferenciales autónomo en variables reales

kϱ′− (
ρ− g

2
sen(ω̂τ)

)
k +

(3ω̂3

2ω̂
− 5ω̂2

2

6ω̂3

)
k3 − αc1

2ω̂
cosϱ= 0,

k ′+
(ξ

2
+ g

2
cos(ω̂τ)

)
k − αc1

2ω̂
senϱ= 0.

(67)

En este punto, cabe mencionar que las soluciones de equilibrio del sistema (67) brindan soluciones pe-

riódicas de (Pϵ). Por lo tanto, es importante hacer un análisis de los puntos de equilibrio y su estabilidad

para el sistema (67).
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Proposición 2. Sea (k∗,ϱ∗) un punto de equilibrio de (67). Entonces,

k∗ es solución de la ecuación polinomial(
αc1

2ω̂

)2

= k2
[((3ω̂3

2ω̂
− 5ω̂2

2

6ω̂3

)
k2 − (

ρ− g

2
sen(ω̂τ)

))2

+
(ξ

2
+ g

2
cos(ω̂τ)

)2
]

,

mientras que ϱ∗ satisface

senϱ= ω̂

αc1

(
ξ+ g cos(ω̂τ)

)
k∗

(k∗,ϱ∗) localmente estable si(ξ
2
+ g

2
cos(ω̂τ)

)2
k∗ > αc1

2ω̂
cosϱ∗

(
ρ− g

2
sen(ω̂τ)−3

(3ω̂3

2ω̂
− 5ω̂2

2

6ω̂3

)
k2
∗
)

y ξ+ g cos(ω̂τ) > 0.

Demostración. Un cálculo directo muestra que las soluciones de equilibrio para el sistema (67) están

dados por el sistema no lineal de ecuaciones

−(
ρ− g

2
sen(ω̂τ)

)
k +

(3ω̂3

2ω̂
− 5ω̂2

2

6ω̂3

)
k3 = αc1

2ω̂
cosϱ,(ξ

2
+ g

2
cos(ω̂τ)

)
k = αc1

2ω̂
senϱ.

Del cual se deduce la ecuación polinomial(
αc1

2ω̂

)2

= k2
[((3ω̂3

2ω̂
− 5ω̂2

2

6ω̂3

)
k2 − (

ρ− g

2
sen(ω̂τ)

))2

+
(ξ

2
+ g

2
cos(ω̂τ)

)2
]

, (‡)

la cual tiene a lo más tres soluciones en ]0,∞[, como consecuencia de la familia paramétrica de poli-

nomios de grado seis en la ecuación. Note que dada una solución k∗ de (‡), la segunda coordenada del

punto de equilibrio (k∗,ϱ∗) satisface

senϱ∗ = ω̂

αc1

(
ξ+ g cos(ω̂τ)

)
k∗. (△)

Con el propósito de estudiar la estabilidad local de los equilibrios, analizamos (67) en el dominio Ω ={
(k,ϱ) : k > 0

}
, por medio del sistema

ϱ′ = 1

k
h1(ϱ,k)

k ′ = h2(ϱ,k)
con

h1(ϱ,k) = (
ρ− g

2
sen(ω̂τ)

)
k −

( 3ω̂3

2ω̂ω
− 5ω̂2

2

6ω̂3

)
k3 + αc1

2ω̂
cosϱ,

h2(ϱ,k) =−
(ξ

2
+ g

2
cos(ω̂τ)

)
k + αc1

2ω̂
senϱ.

(68)

Ahora bien, el sistema linealizado en (k∗,ϱ∗) asociado a (68) esta dado por

W ′ = AW, con A =
(

1
k∗
∂ϱh1(ϱ∗,k∗) 1

k∗
∂k h1(ϱ∗,k∗)

∂ϱh2(ϱ∗,k∗) ∂k h2(ϱ∗,k∗)

)
(69)

Es bien conocido que la estabilidad local del equilibrio (k∗,ϱ∗) queda determinada por el determinante

dA y la traza tr A de la A respectivamente. Más aún, se comprueba directamente que bajo la bajo la

condición

dA > 0 y tr A < 0,
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el equilibrio (0,0) es asintóticamente estable para el sistema lineal (69), lo que equivale a decir que

(k∗,ϱ∗) es localmente asintóticamente estable para el sistema autónomo no lineal (68). Por lo tanto,

dA > 0 ⇔ 1

k∗

(
∂ϱh1(ϱ∗,k∗)∂k h2(ϱ∗,k∗)−∂k h1(ϱ∗,k∗)∂ϱh2(ϱ∗,k∗)

)
> 0,

tr A < 0 ⇔ 1

k∗
∂ϱh1(ϱ∗,k∗)+∂k h2(ϱ∗,k∗) < 0.

Cálculos directos muestran que

∂ϱh1(ϱ∗,k∗) =−αc1

2ω̂
senϱ∗,

∂k h1(ϱ∗,k∗) = ρ− g

2
sen(ω̂τ)−3

(3ω̂3

2ω̂
− 5ω̂2

2

6ω̂3

)
k2,

y
∂ϱh2(ϱ∗,k∗) = αc1

2ω̂
cosϱ∗,

∂k h2(ϱ∗,k∗) =−
(ξ

2
+ g

2
cos(ω̂τ)

)
.

Por lo tanto, el equilibrio (k∗,ϱ∗) es localmente asintóticamente estable si se satisface

(αc1

2ω̂
senϱ∗

)(ξ
2
+ g

2
cos(ω̂τ)

)
− αc1

2ω̂
cosϱ∗

(
ρ− g

2
sen(ω̂τ)−3

(3ω̂3

2ω̂
− 5ω̂2

2

6ω̂3

)
k2
∗
)
> 0,

− αc1

2ω̂k∗
senϱ∗−

(ξ
2
+ g

2
cos(ω̂τ)

)
< 0.

A partir de (△) las desigualdades anteriores equivalen a tener

(ξ
2
+ g

2
cos(ω̂τ)

)2
k∗− αc1

2ω̂
cosϱ∗

(
ρ− g

2
sen(ω̂τ)−3

(3ω̂3

2ω̂
− 5ω̂2

2

6ω̂3

)
k2
∗
)
> 0,

ξ+ g cos(ω̂τ) > 0.

Esto completa la demostración. □

De regreso a la ecuación (65), si (k∗,ϱ∗) es un equilibrio de (67), la ecuación queda en la forma

∂2
t0

y3 + ω̂2 y3 =−[( ω̂2
2

3ω̂2 + ω̂2
2ω̂3

3ω̂2

)
k3
∗ exp

{
i 3(ω̂t0 +ρt2 −ϱ∗)

}+ ν̂(t0, t2)
]+ (∗).

Así por lo tanto, las funciones y1 y y2 están dadas por

y1(t0, t2) = k∗ exp
{
i (ω̂t0 +ρt2 −ϱ∗)

}+ (∗),

= k∗ exp
{
i ((ϵ2ρ+ ω̂)t −ϱ∗)

}+ (∗),

= 2k∗ cos
(2π

T
t −ϱ∗

)
,

y

y2(t0, t2) = ω̂2

3ω̂2

(
K 2(t2)exp{i 2ω̂t0}−3|K (t2)|2

)
+ (∗),

= ω̂2

3ω̂2

(
k2
∗ exp

{
i 2(ρt2 −ϱ∗+ ω̂t0)

}−3k2
∗
)
,

= ω̂2

3ω̂2

(
2k∗ cos

(4π

T
t −2ϱ∗

)−3k2
∗
)
.

en donde t0 = t y t2 = ϵ2t , y la función y3 queda dada por

y3(t0, t2) =
( ω̂2

2

24ω̂4 + ω̂2
2ω̂3

24ω̂4

)
k3
∗ exp

{
i 3(ω̂t0 +ρt2 −ϱ∗)

}+Y (t0, t2)+ (∗)

=
( ω̂2

2

24ω̂4 + ω̂2
2ω̂3

24ω̂4

)
k3
∗ exp

{
i 3((ϵ2ρ+ ω̂)t −ϱ∗)

}+Y (t0, t2)+ (∗)

=
( ω̂2

2

12ω̂4 + ω̂2
2ω̂3

12ω̂4

)
k3
∗ cos

(6π

T
t −3ϱ∗

)
+Y (t0, t2)+ (∗)



3-1 Efectos de un retraso temporal en el actuador Comb-drive desplazado 55

en donde Y (t0, t2) es una solución particular de ∂2
t0

y3 + ω̂2 y3 = ν̂(t0, t2). En consecuencia, hemos encon-

trado una solución T -periódica y∗(t ,ϵ) de (†) la cual se puede expresar en la forma

y∗(t ,ϵ) = ϵy1(t0, t2)+ϵ2 y2(t0, t2)+ϵ3 y3(t0, t2)+·· · ,

= 2ϵk∗ cos
(2π

T
t −ϱ∗

)+2ϵ2 ω̂2

3ω̂2

(
k∗ cos

(4π

T
t −2ϱ∗

)−3k2
∗
)
+ϵ3

( ω̂2
2

12ω̂4 + ω̂2
2ω̂3

12ω̂4

)
k3
∗ cos

(6π

T
t −3ϱ∗

)
+·· · .

Los anteriores resultados demuestran el siguiente resultado

Teorema 13. Sea ϵ> 0 fijo y pequeño. Para el set de parámetros (60) considere la ecuación diferencial con

retraso

ÿ +ϵ2(ξẏ + g ẏτ
)+ ω̂2 y + ω̂2 y2 + ω̂3 y3 =αν((ω̂+ϵ2ρ)t )ϵ3, (70)

en donde ν(s) es una función 2π-periódica y con promedio v = 0. Entonces, (70) admite una solución

T -periódica y∗(t ,ϵ) con expansión asintótica de la forma

y∗(t ,ϵ) = 2ϵk∗ cos
(2π

T
t−ϱ∗

)+2ϵ2 ω̂2

3ω̂2

(
k∗ cos

(4π

T
t−2ϱ∗

)−3k2
∗
)
+ϵ3

( ω̂2
2

12ω̂4 +
ω̂2

2ω3

12ω̂4

)
k3
∗ cos

(6π

T
t−3ϱ∗

)
+O(ϵ3),

cuya frecuencia de oscilación satisface
2π

T
− ω̂ = O(ϵ), siendo ω̂ la frecuencia natural del oscilador lineal

ÿ + ω̂2 y = 0. Más aún, y∗(t ,ϵ) es localmente estable si se verifica la condición

ξ+ g cos(ω̂τ) > 0, ⇔ G(1−cos(ω̂τ))+ γ(1− x̂2
1)2

8βv0x̂1
> 0,

además el punto (k∗,ϱ∗) satisface(ξ
2
+ g

2
cos(ω̂τ)

)2
k∗ > αc1

2ω̂
cosϱ∗

(
ρ− g

2
sen(ω̂τ)−3

(3ω̂3

2ω̂
− 5ω̂2

2

6ω̂3

)
k2
∗
)
,

siendo c1 =
∫ π

−π
ν(s)e−i sd s el segundo coeficiente de Fourier de ν(s).

3-1-2. Sobre la existencia y estabilidad de soluciones periódicas

Como contribución final de este trabajo presentamos la existencia de soluciones periódicas para el mo-

delo de Comb-drive desplazado (42) como continuación local a partir del caso sin retraso. La idea central

consiste en el uso del teorema de la función implícita en espacios de Banach (Teorema 5) en conjugación

con la existencia y estabilidad de soluciones periódicas para el caso sin retraso (Teorema 9). Iniciamos

escribiendo la ecuación (42) como un sistema en el plano en la forma

Ẋ (t ) = H(t , X (t ), Xτ(t ),G), con H(t , X , Xτ,G) =
(

ẋ

u −x −γẋ + 4β(ν̃(t )+G(ẋτ−ẋ))2x
(1−x2)2

)
, (71)

en donde ν̃(t ) = v0 +δv(t ), X (t ) = (x(t ), ẋ(t ))tr y Xτ(t ) = X (t − τ). La función H : R×Ω×Ω×R→ R2,

definida enΩ= {
(x, ẋ) ∈R2 : x ∈]−1,1[

}
. Recordemos que el caso G = 0, a partir del Teorema 9 el sistema

(71) admite tres soluciones periódicasΨ j =Ψ j (t ). j = 0,1,2 (aisladas) dadas por

Ψ0(t ) =
(
ρ̂(t )
˙̂ρ(t )

)
, Ψ1(t ) =

(
ψ̂1(t )
˙̂ψ1(t )

)
y Ψ2(t ) =

(
ψ̂2(t )
˙̂ψ2(t )

)
.



56 3 Resultados

Teorema 14. SeanΨ j (t ), j ∈ {0,1,2} las soluciones T -periódicas de (37) dadas por el Teorema 9 con u ≪ 1.

Entonces, para cada j ∈ {0,1,2} fijo, existe δ̂ > 0, y una única función XG (t ) = X (t ,G) con G ∈ J =]− δ̂, δ̂[

y X (·,G) ∈U con U ⊂ C 1
T un entorno de Ψ j (t ), la cual es T -periódica en t y es solución de (42) para todo

G ∈ J , es decir,

⋆ ẊG (t ) = H(t , X (t ), Xτ(t ),G), Xτ(t +T ) = Xτ(t ), para todo t ∈R y G ∈ J .

⋆ X0(t ) =Ψ j (t ) para todo t ∈R conΨ j ∈ {Ψ0,Ψ1,Ψ2} .

Demostración. Consideremos los espacios de Banach 3 y definamos el funcional H : C 1
T ×R→C 0

T

C 1
T = {

X ∈C 1(R,R2) : X (t +T ) = X (t )
}

y C 0
T = {

X ∈C 0(R,R2) : X (t +T ) = X (t )
}

,

dado por

H (X ,G) := Ẋ −H(·, X , Xτ,G), con H(t , X , Xτ,G) =
(

ẋ

u −x −γẋ + 4β(ν̃(t )+G(ẋτ−ẋ))2x
(1−x2)2

)
.

La función H está bien definida y es continua. Más aún, ∂X H (X ,τ) ∈ L(C 1
T ,C 0

T ) y ∂GH (X ,τ) ∈ L(R,C 0
T )

son dados por

∂X H (X ,G)(Y ) := Ẏ −∂X H(·, X , Xτ,G)Y y ∂GH (X ,G)(Ĝ) =−∂G H(·, X , Xτ,G)Ĝ ,

son continuas, por lo tanto H es continuamente diferenciable con DH : C 1
T ×R→ L(C 1

T ×R,C 0
T ) y además

DH (X ,τ)(Y ,G) = Ẏ −∂X H(·, X , Xτ,G)Y −∂G H(·, X , Xτ,G)Ĝ .

Note que la ecuación H (X ,0) = 0 tienes tres soluciones no triviales T -periódicas Ψ0,1,2 =Ψ0,1,2(t ). Sea

Ψ∗ ∈ {Ψ0,Ψ1,Ψ2} y considere por ejemplo la función Ψ∗(t ) =Ψ1(t ). Por el Teorema 9 se sigue directa-

mente que el operador ∂X H (Ψ∗,0) : C 1
T →C 0

T con

∂X H (Ψ∗,0)(X (t )) = Ẋ (t )−∂X H(t ,Ψ∗,Ψ∗
0 )X (t ),

= Ẋ (t )−
(

0 1
4βV 2(t )(1+3ψ̂2

1(t ))
(1−ψ̂2

1(t ))3 −1 −γ

)
X (t ),

es inyectivo. Esto es, se sigue del hecho de que la ecuación

∂X H (Ψ∗,0)(X (t )) = 0, ⇔ Ẋ (t )−
(

0 1
4βV 2(t )(1+3ψ̂2

1(t ))
(1−ψ̂2

1(t ))3 −1 −γ

)
X (t ) = 0,

no admite soluciones T -periódicas no triviales. (Ver la observación 1). Por lo tanto, por el Teorema 7

(Alternativa de Fredholm) el operador lineal y continuo ∂X H (Ψ∗,0) es invertible, esto es, para cada

Y ∈ C 0
T existe una única función W ∈ C 1

T tal que ∂X H (Ψ∗,0)(W ) = Y . Ahora, invocando el Teorema 6

(teorema de la aplicación abierta), se garantiza que
(
∂X H (Ψ∗,0)

)−1 : C 1
T →C 0

T , Y →W es continua, vale

decir, que ∂X H (Ψ∗,0) es un isomorfismo. En consecuencia, por el Teorema 5 (teorema de la función

implícita) existe δ̂> 0 y una única función C 1 función Γ : J =]− δ̂, δ̂[→C 1
T tal que

Γ(0) =Ψ∗ y H (Γ(G),G) = 0, (72)

para todo τ ∈ J . La misma conclusión se obtiene siΨ∗ =Ψ0 o bienΨ∗ =Ψ2. Finalmente, la demostración

se sigue si definimos XG = Γ(G). □
3La norma en C 1

T esta dada por ∥x∥ = ∥x∥0 +∥ẋ∥0 con ∥ ·∥0 = supt∈R |x(t )|. La norma en C 0
T esta dada por ∥ ·∥0.
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Quizás una de las primeras preguntas que surgen a partir del Teorema 14 y su posterior demostración,

es si se podría hacer continuación sobre el parámetro del retraso τ ≥ 0. Vamos a dar respuesta a esta

inquietud, pero antes vamos a necesitar de los siguientes resultados.

Lema 3. Sea ψ = ψ(t ) una solución T -periódica de (37), y supongamos que 0 < ς ≤ ψ(t ) ≤ ϱ para todo

t ∈R. Entonces

|ψ̇(t )| ≤Λ(ς,ϱ), ∀t ∈R, en donde Λ(ς,ϱ) := γ(ϱ−ς)+máx

{∣∣∣ϱ−u − 4βV 2
mı́nς

(1−ς2)2

∣∣∣, ∣∣∣ς−u − 4βV 2
máxϱ

(1−ϱ2)2

∣∣∣}T.

Demostración. Dado que ψ(t ) es una función T -periódica, existe t0 ∈ [0,T ] tal que ψ̇(t0) = 0. Por lo

integrando (42) entre t0 y t se tiene,

ψ̇(t ) =−γ(
ψ(t )−ψ(t0)

)−∫ t

t0

(
ψ(s)−u − 4βV 2(s)ψ(s)

(1−ψ2(t ))2

)
d s,

|ψ̇(t )| ≤ γ|ψ(t )−ψ(t0)|+
∫ t

t0

∣∣∣ψ(s)−u − 4βV 2(s)ψ(s)

(1−ψ2(t ))2

∣∣∣d s,

Sabemos que 0 < ς≤ψ(t ) ≤ ϱ para todo t ∈R, por lo tanto,

ϱ−u − 4βV 2
mı́nς

(1−ς2)2 ≥ψ(t )−u − 4βV 2(t )ψ(t )

(1−ψ(t )2)2 ≥ ς−u − 4βV 2
máxϱ

(1−ϱ2)2 ,

en consecuencia

|ψ̇(t )| ≤ γ(ϱ−ς)+máx

{∣∣∣ϱ−u − 4βV 2
mı́nς

(1−ς2)2

∣∣∣, ∣∣∣ς−u − 4βV 2
máxϱ

(1−ϱ2)2

∣∣∣}T,

para todo t ∈R. □

Lema 4. Sea γ> 0 y a,b ∈C 1(R/TZ). Suponga que

4a(t ) ≥ (γ+b(t ))2 +2(ḃ(t ))2, y ∥a(t )− 1

4

(
γ+b(t )

)2 − 1

2
(ḃ(t ))2∥L∞ ≤

(π
T

)2
,

para todo t ∈R. Entonces la ecuación de Hill

ÿ + (γ+b(t ))ẏ +a(t )y = 0, (73)

no admite soluciones T -periódicas no triviales.

Demostración. Sea y = y(t ) cualquier solución de (73). Un cálculo directo muestra que la función z =
z(t ) dada por

z(t ) = y(t )w(t ), en donde w(t ) = exp1/2
∫ t

0 (γ+b(s))d s ,

satisface la ecuación de Hill

z̈ +Q(t )z = 0, en donde Q(t ) = a(t )− 1

4

(
γ+b(t )

)2 − 1

2
(ḃ(t ))2. (74)

Por hipótesis la función Q(t ) satisface

0 <Q(t ), y ∥Q∥L∞ ≤
(π

T

)2
.
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Por el criterio de estabilidad de Lyapunov-Borg (ver Teorema 5 en [5]) sabemos que z = z(t ) de (74) es

acotada. En consecuencia, y(t ) no puede ser acotada, pues en caso contrario w(t ) = z(t )/y(t ) sería una

función acotada lo cual es una contradicción. En particular, y(t ) no puede ser una solución periódica.

□

Teorema 15. Sea Ψ j (t ) = (ψ̂ j (t ), ˙̂ψ j (t ))tr con j ∈ {0,1,2}, las soluciones T -periódicas de (37) dadas por el

Teorema 9 con u ≪ 1, para la cual se verifica 0 ≤ δ j ≤ ψ̂ j (t ) ≤ ξ j , para todo t ∈R. Suponga que

1

4
(γ+b∗)2 + 1

2

(
ḃ∗)2 ≤ 1− 4βV 2

máx(1+3ξ2
1)

(1−ξ2
1)3

, y 1− 4βV 2
mı́n(1+3δ2

1)

(1−δ2
1)3

≤
(π

T

)2
, (75)

en donde b∗, ḃ∗ están dados por

b∗ = 2G

Vmáx

(ξ1 −u)ξ1

(1−ξ2
1)

, y ḃ∗ := 8Gβ
(∥V̇ ∥∞ξ1

(1−ξ2
1)3

+ Vmáx(1+5ξ2
1)

(1−ξ2
1)4

Λ(δ1,ξ1)
)
,

con Λ(δ1,ξ1) dado como en el Lema 3. Entonces existe un δ̂ > 0, y una única función Xτ(t ) = X (t ,τ) con

τ ∈ I =]− σ̂, σ̂[ y X (·,τ) ∈U con U ⊂ C 1
T un entorno de Ψ1(t ), la cual es T -periódica en t y es solución de

(42) para todo τ ∈ J , es decir,

⋆ Ẋτ(t ) = H(t , X (t ), Xτ(t ),τ), Xτ(t +T ) = Xτ(t ), para todo t ∈R y τ ∈ I .

⋆ X0(t ) =Ψ1(t ) para todo t ∈R.

Demostración. Es claro que la prueba sigue las mismas lineas de la demostración del Teorema 14 con la

sustitución G → τ. La diferencia ahora radica en demostrar ∂X H (Ψ∗,0) : C 1
T →C 0

T con Ψ∗ =Ψ1, el cual

esta dado por

∂X H (Ψ∗,0)(X (t )) = Ẋ (t )−
(

0 1
4βV 2(t )(1+3ψ̂2

1(t ))
(1−ψ̂2

1(t ))3 −1 −γ− 8GV (t )ψ̂1(t )
(1−ψ̂2

1(t ))3

)
X (t ),

es inyectivo. Lo anterior equivale a demostrar que la ecuación de Hill

ÿ +
(
γ+ 8GβV (t )ψ̂1(t )

(1− ψ̂2
1(t ))3

)
ẏ +

(
1− 4βV 2(t )(1+3ψ̂2

1(t ))

(1− ψ̂2
1(t ))3

)
y = 0, (76)

no admite soluciones T -periódicas no triviales. Definamos entonces

a(t ) = 1− 4βV 2(t )(1+3ψ̂2
1(t ))

(1− ψ̂2
1(t ))3

, y b(t ) = 8GβV (t )ψ̂1(t )

(1− ψ̂2
1(t ))3

.

Ahora bien, sabemos para todo t ∈R, la función periódica ψ̂1(t ) se encuentra en el dominio

E1 = {(t , x, ẋ) ∈ [0,T ]×]0,ς(u)[×R : δ1 ≤ x ≤ ξ1} ,

más aún, sobre E1 se verifica que

0 < a∗< a(t ) < a∗, con a∗ = 1− 4βV 2
máx(1+3ξ2

1)

(1−ξ2
1)3

, y a∗ = 1− 4βV 2
mı́n(1+3δ2

1)

(1−δ2
1)3

< 1−4βV 2
mı́n,
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para todo t ∈R. De otro lado, dado que

(δ1 −u)(1−δ2
1)2 = 4βV 2

mı́n, y (ξ1 −u)(1−ξ2
1)2 = 4βV 2

máx,

se deduce que

0 < b∗ < b(t ) < b∗, con b∗ = 2G

Vmı́n

(δ1 −u)δ1

(1−δ2
1)

, y b∗ = 2G

Vmáx

(ξ1 −u)ξ1

(1−ξ2
1)

,

para todo t ∈R. De manera similar se puede comprobar que para la función

ḃ(t ) = 8Gβ
( V̇ (t )ψ̂1

(1− ψ̂2
1)3

+ V (t )(1+5ψ̂2
1)

(1− ψ̂2
1)4

˙̂ψ1(t )
)
,

se cumple que

0 < ḃ(t ) < ḃ∗, en donde ḃ∗ := 8Gβ
(∥V̇ ∥∞ξ1

(1−ξ2
1)3

+ Vmáx(1+5ξ2
1)

(1−ξ2
1)4

Λ(δ1,ξ1)
)
.

De lo anterior y las condiciones (75) se sigue directamente

4a(t ) ≥ (γ+b(t ))2 +2(ḃ(t ))2, y ∥a(t )− 1

4

(
γ+b(t )

)2 − 1

2
(ḃ(t ))2∥L∞ ≤

(π
T

)2
.

Por lo tanto, del Lema 4 se sigue que la ecuación de Hill (76) no admite soluciones T -periódicas no

triviales, lo que prueba que el operador ∂X H (Ψ∗,0) es inyectivo. El resto de la demostración es análoga

a la demostración del Teorema 14. □

Observación 4. En el caso G < 0 tenemos

0 < b∗ < |b(t )| < b∗, con b∗ = 2|G|
Vmı́n

(δ1 −u)δ1

(1−δ2
1)

, y b∗ = 2|G|
Vmáx

(ξ1 −u)ξ1

(1−ξ2
1)

,

0 < |ḃ(t )| < ḃ∗, en donde ḃ∗ := 8|G|β
(∥V̇ ∥∞ξ1

(1−ξ2
1)3

+ Vmáx(1+5ξ2
1)

(1−ξ2
1)4

Λ(δ1,ξ1)
)
.

Observación 5. Cabe mencionar que el Teorema 15 es aún válido si se consideran las soluciones T -periódicas

Ψ0(t ), y Ψ2(t ) de (37) dadas por el Teorema 9 con u ≪ 1. Adicionalmente, por continuidad, la soluciones

Xτ(t ) = X (t ,τ) con τ ∈ I =]− σ̂, σ̂[ preservan la estabilidad correspondiente del caso t = 0. Esto es, Ψ0(t ), y

Ψ2(t ) son inestables y Ψ1(t ) es asintóticamente estable siempre que γ≤ mı́n
{
γ∗,γ∗∗

}
con γ∗ y γ∗∗ dados

en el Teorema 9. Además, de la segunda condición en se verifica que

a(t ) < 1− 4βV 2
mı́n(1+3δ2

1)

(1−δ2
1)3

<
(π

T

)2
, ∀t ∈R.

Esta condición es más débil que la presente en el Teorema 9 en donde se pide que 1−4βV 2
mı́n <

(π
T

)2
, puesto

que

a(t ) < 1− 4βV 2
mı́n(1+3δ2

1)

(1−δ2
1)3

< 1−4βV 2
mı́n, ∀t ∈R.
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En esta sección presentamos algunos ejemplos numéricos de los resultados analíticos presentes en la

Sección 3-1 sobre el modelo Comb-drive desplazado (43),

ẍ +γẋ +x −u = 4β(v0 +G(ẋτ− ẋ))2x

(1−x2)2 , x ∈]−1,1[.

Nuestra validación numérica de algunos de los resultados principales obtenidos en este documento ini-

cia con los correspondientes al modelo de referencia sin retraso (caso τ= 0). Para tal fin, hemos tomado

de [11] los siguientes valores de referencia para los parámetros físicos que conforman el modelo Comb-

drive desplazado (4), los cuáles registramos en la siguiente tabla

ϵ [F/m] Le [m2] d [m] c [Kg/s] m [Kg] k [N/m]

8.85×10−12 1.6×10−9 3.5×10−6 1.78×10−6 3.5×10−11 0.17

Tabla 1.Valores de los parámetros físicos para el modelo Comb-drive desplazado (43).

En adelante fijamos un desplazamiento u = 0.05. Por lo que se llega al conjunto de parámetros

β≈ 9.7135×10−4, γ≈ 0.7297, ξ+ ≈ 0.4677, y ϑ∗ ≈ 0.7032.

De esta forma se establece el valor de voltaje crítico vpull ≈ 13.4529. En consecuencia se consideran va-

lores del voltaje de corriente directa 0 < v0 < vpull apropiados. A partir de aquí, el equilibrio 0 < x̂1 < ξ+
está dado por la raíz del polinomio

p(x) :=φ(x,0.05)−ϑx = (x −0.05)(1−x2)2 −4βv2
0 x,

ubicada en [0,ξ+]. Las siguientes tablas presentan los valores de ω̂, x̃1, a, χ y g para distintos valores

distintos de v0 en el caso G =−95 y G =−50 respectivamente.

v0 x̂1 ω̂ a χ G η g τ0

2.5 0.051 0.987 -0.975 0.485 -95 729.795 -0.0950 1.547

5 0.055 0.949 -0.901 0.468 -95 336.931 -0.2058 0.705

7.5 0.064 0.880 -0.775 0.431 -95 193.729 -0.3580 0.388

10 0.082 0.771 -0.595 0.355 -95 112.420 -0.6173 0.162

13 0.162 0.481 -0.231 0.149 -95 42.048 -1.6486 0.011

Tabla 2.Valores asociados a los parámetros presentados en los Teoremas 10 y 11 con el set de parámetros

físicos vistos en la Tabla 1 variando la fuente de voltaje constante. Caso G =−95.
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v0 x̂1 ω̂ a χ G η g τ0

2.5 0.051 0.987 -0.975 0.485 -50 729.795 -0.049 3.000

5 0.055 0.949 -0.901 0.468 -50 336.931 -0.108 1.340

7.5 0.064 0.880 -0.775 0.431 -50 193.729 -0.188 0.737

10 0.082 0.771 -0.595 0.355 -50 112.420 -0.324 0.377

13 0.162 0.481 -0.231 0.149 -50 42.048 -0.867 0.032

Tabla 3.Valores asociados a los parámetros presentados en en los Teoremas 10 y 11 con el set de paráme-

tros físicos vistos en la Tabla 1 variando la fuente de voltaje constante. Caso G =−50.

Vemos en la Tabla 3 que para una fuente de voltaje constante v0 = 2.5, el equilibrio x̂1 ≈ 0.0825. Con esto

se define

ω̂2 = −4 x̂3
1 +3u x̂2

1 +u

x̂1
(
1− x̂2

1

) ≈ 0.9753,

con lo cual se comprueba que se cumple con la condición 0 < γ < 2
p

0.9753 ≈ 1.9751, por lo tanto, el

equilibrio x̃1 es localmente asintóticamente estable para este set de parámetros elegidos. El equilibrio

(x̂1,0) es un equilibrio tipo centro con periodo mínimo T̂ = 2π/ω̂, en nuestro caso ω̂ ≈ 0.9876 así que

T̂ ≈ 6.36207. Por lo tanto τ ∈I ⊆ [0,6.36207].

Siguiendo los resultados del Teorema 10, fijando G =−50 se calculan los parámetros

a ≈−0.9753, g ≈−0.0490, χ≈ 0.4850,

y estimamos el valor crítico del parámetro τ0, en tal caso se obtiene τ0 ≈ 3.0008. Es decir, la ecuación (43)

tiene un estado de equilibrio x̂1 localmente asintóticamente estable para todo 0 ≤ τ< 3.0008.

Ahora nos ocupamos en las condiciones asociadas a la ganancia G descritas en el Teorema 11, se cal-

cula

η= γ(1− x̂2
1)2

8βv0 x̂1
≈ 729.0599,

dado que Gmı́n =−η/2 decimos que se debe cumplir G >−364.529, lo cual se cumple en nuestro caso.

Llegados a este punto se inician las simulaciones para el sistema (49) con los valores de los parámetros

descritos en la Tabla 1, es decir el sistema (49) toma la forma

ż1 = z2

ż2 = 38.8539×10−4(2.5−50(z2τ− z2))2z1

(1− z2
1)2

−0.7297z2 − z1 +0.05

 . (77)

Utilizamos el paquete jitcdde de Python con el cual determinaremos soluciones numéricas asociadas

al sistema (77), se le pide al lector revisar [16] para más información acerca de la simulación de solu-

ciones para un sistema de ecuaciones diferenciales con retraso. Con este propósito en mente, se le será

asignada como función histórica el punto hi st = (
x̂1+ ι̃1,0+ ι̃2

)
donde ι̃1, ι̃2 ∈R representa una cierta dis-

tancia que se tiene con el punto de equilibrio (x̂1,0).
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Empezaremos determinando las soluciones en el caso sin retraso τ= 0 y seguidamente plateamos casos

donde τ > 0, la idea será caracterizar los efectos que nos deja la variación de los distintos parámetros

descritos en el documento.

Figura 8. En la izquierda las soluciones z1 y z2 del sistema (77) a lo largo del tiempo t , a la derecha un

plano fase con cuatro soluciones con los valores ι̃1 = ι̃2 ∈ {−0.25,−0.15,0.15,0.25
}
. Caso τ = 0

en la fila superior y el caso τ= 1.75 en la fila inferior.

Se puede evidenciar en la figura anterior como para valores de ι̃1 y ι̃2 cercanos a cero nos deja con solu-

ciones que se estabilizan hacia el equilibrio estable (x̂1,0). Ahora queremos mostrar el efecto que genera

los valores grandes de τ en el sistema (77). Se calcularon las soluciones con las mismas características

pero con valores de τ ascendentes, las soluciones se expresan en un plano fase que se extiende en el eje

τ. En la Figura 8 se observaron los efectos del retraso en las soluciones de (77). Nos preguntamos ahora

sobre el efecto en los cambios asociados a la fuente de voltaje constante v0 con este fin hemos generado

soluciones con los valores de los parámetros idénticos pero con fuentes de voltaje cada vez más altos,

esto nos permitirá describir el efecto que genera un cambio de voltaje en las soluciones de (43).



63

Figura 9. Planos fases de las soluciones asociadas a diferentes fuentes de voltaje constantes v0 a lo largo

del eje τ con v0 ∈ {5,10,13} de izquierda a derecha respectivamente, se usaron los parámetros

físicos vistos en la Tabla 1 en todas las soluciones.

Evidenciamos que al aumentar el retraso y la fuente de voltaje constante las soluciones oscilan cada

vez más del equilibrio. Ahora se analizará el caso donde la fuente de voltaje constante toma el valor

v0 = 13 < vpull ≈ 13.4529, notese que el v0 es cercano al voltaje crítico vpull, con una ganancia fija G =−50.

Para este nuevo caso tenemos el siguiente sistema

ż1 = z2

ż2 = 38.8539×10−4(13−50(z2τ− z2))2z1

(1− z2
1)2

−0.7297z2 − z1 +0.05

 . (78)

Según la Tabla 3 el equilibrio en este caso es x̂1 ≈ 0.1628 y ω̂2 = 0.2316 se comprueba que se cumple la

condición 0 < γ< 2
p

0.2316 = 0.9624 por lo tanto el equilibrio x̂1 es asintoticamente estable.

El equilibrio (x̂1,0) es un equilibrio tipo centro con periodo mínimo T̂ = 2π/ω̂, en nuestro caso ω̂ ≈
0.4812 así que T̂ ≈ 13.0573. Por lo tanto τ ∈ I ⊆ [0,13.0573]. En la Tabla 3 se nos da los parámetros

a ≈ −0.2316, g ≈ −0.8677, χ ≈ 0.1493, y estimamos el valor crítico del parámetro τ0, en tal caso se ob-

tiene τ0 ≈ 0.0327. Es decir, la ecuación (43) tiene un estado de equilibrio x̂1 localmente asintóticamente

estable para todo 0 ≤ τ< 0.0327.

Revisamos las condiciones del Teorema 11, se calcula

η= γ(1− x̂2
1)2

8βv0 x̂1
≈ 42.0484,

dado que Gmı́n = −η/2 decimos que se debe cumplir G > −21.0242, debido a que previamente hemos

fijado un valor G =−50 esta condición no se cumple en este caso. Iniciamos la simulación de soluciones

para el sistema (78) en la Figura 10 la tercera ilustración de izquierda a derecha muestra el comporta-

miento del sistema (78) al aumentar el retraso τ, queremos profundizar en el comportamiento oscila-

torio que se consiguió en dicho caso, procederemos a observar el comportamiento de las soluciones en

este caso.
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Figura 10. A la izquierda se observan las soluciones z1 y z2 del sistema (78) a lo largo del tiempo t , a la

derecha un plano fase con cuatro soluciones con los valores ι̃1 = ι̃2 ∈
{−0.25,−0.15,0.15,0.25

}
.

Caso τ= 0 en la fila superior y el caso τ= 1.75 en la fila inferior.

No es posible caracterizar soluciones con valores para el retraso τmayores a 2 usando el paquete jitcdde
del software Python, esto nos dice algo sobre la sensibilidad que tiene el sistema (78) con los valores que

puede tomar el retraso τ, además se ha dicho que en este caso la ganancia esta por debajo al mínimo

impuesto en el Teorema 11 esto se relaciona con la incapacidad de determinar soluciones con un retraso

τ alto. Comparando los resultados obtenidos en las soluciones a los sistemas (77) y (78) evidenciamos

un mayor efecto de oscilación alrededor del equilibrio estable a fuentes de voltaje de valor cercanas al

voltaje critico y a valores del retraso τ también altos, dicho retraso τ se mantiene en valores menores que

en casos con fuentes de voltajes más lejanas al voltaje critico.

Con esto cerramos la validación numérica de nuestros resultados principales.



Conclusiones

En este documento se estudia analíticamente los efectos de un controlador realimentado con retraso

τ≥ 0 en el tiempo, sobre un actuador microelectromecánico tipo peine, modelado por la ecuación

ẍ +γẋ +x −u = 4βV 2(t ,ϕ(ẋ(t ), ẋτ(t )))x

(1−x2)2 ,

con x ∈]−1,1[ y u ∈ [0,1[ fijo. El efecto de retraso se ve reflejado en la ecuación por medio de la función

ϕ(ẋ(t ), ẋτ(t )) =G(ẋτ(t )− ẋ(t )) =G(ẋ(t −τ)− ẋ(t )),

con |G| ∈R+ la amplitud de la velocidad del controlador. Nuestro punto de inicio consistió en analizar la

dinámica del sistema cerca al punto de equilibrio asintóticamente estable x̂1 ∈]0,1[, del caso autónomo

correspondiente. Esto nos permitió establecer dos criterios distintos para que la estabilidad asintótica

de x̂ la cual bajo condiciones apropiadas se tiene en el caso sin retraso (τ= 0), persista aún para el caso

τ> 0.

Un primer criterio (Teorema 10) brinda un valor explícito y computable del retraso en términos de los

parámetros de construcción del dispositivo β, γ, el voltaje de corriente directa v0 y la velocidad del con-

trolador |G|. Los resultados numéricos muestran que en el caso sin retraso (τ = 0), las soluciones que

convergen al equilibrio más rápido que aquellas con retardo τ> 0, y en particular estas últimas presen-

tan una mayor amplitud respecto que las primeras. Cabe aclarar que las validaciones numéricas que se

han hecho, muestran que nuestro resultado analítico es correcto pero esta lejos de estimar de forma óp-

tima una cota superior para el retraso, en la cual se garantice la estabilidad del equilibrio x̂1. Esto nos

motiva a pensar para futuros trabajos, otras estrategias de estimación para el retraso. Por ahora, este re-

sultado explícito sobre el actuador tipo peine (e incluso sobre muchos MEMS similares como el actuador

de Nathanson) hasta donde sabemos no se había obtenido previamente.

El segundo criterio (Teorema 11), se establece una relación funcional entre la ganancia G ∈ R y el re-

traso τ ∈ [0,2π/ω̂] (ω̂ es la frecuencia de oscilación natural del dispositivo cerca del equilibrio esta-

ble), que brinda condiciones suficientes para que el equilibrio x̂1 sea asintóticamente estable para todo

τ ∈ [0,2π/ω̂]. En este caso, se logró determinar explícitamente una cota mínima y negativa para G (mí-

nimo feedback), en términos de los parámetros de construcción del dispositivo β, el voltaje de corriente

directa v0 y el coeficiente de amortiguamiento γ. Cabe resaltar que esta cota mínima Gmı́n y si criterio de

estabilidad asintótica dado por

G >Gmı́n := −γ(1−x2)2

16βv0x̂1
, ∀τ ∈ [0,2π/ω̂]
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guarda una cercana relación con la condición de estabilidad de la solución T -periódica del problema

perturbado obtenido por medio del método de múltiples escalas, al asumir como una pequeña pertur-

bación del equilibrio x̂1 (caso conservativo), asumiendo pequeños efectos del controlador realimenta-

do, pequeña amplitud de la fuente de voltaje periódico y pequeña constante de amortiguamiento. Dicha

condición de estabilidad establece que

G(1−cosω̂τ)+ γ(1− x̂2
1)2

8βv0x̂1
> 0 ⇔ G(1−cos(ω̂τ))+2Gmı́n > 0, τ ∈R+

por lo que esta condición de estabilidad de la solución periódica implica la condición de estabilidad del

equilibrio dada en el Teorema 11. Numéricamente se ha verificado esta afirmación en el capitulo de va-

lidación numérica.

Finalmente, se ha mostrado que para pequeños valores de G y cualquier valor de τ existe exactamente 3

soluciones periódicas (cuya estabilidad persiste). Esperamos obtener muy pronto un análogo resultado

de continuación de soluciones periódicas, pero esta vez utilizando como parámetro de continuación el

retraso τ (no es el parámetro G). Se espera validar numéricamente que en este escenario, el intervalo de

continuación sea por lo menos tan grande como el intervalo [0,τ0] con τ0 dado en el Teorema 10.

Se propone para futuras investigaciones las siguientes cuestiones: ¿Que efectos tendría un retraso τ no

constante?, dichos retrasos se pueden pensar como funciones dependientes del tiempo t en los sistemas

trabajados en este documento. Aquí no se profundizó en la posibilidad de integrar funciones históricas

que hagan las veces de condiciones iniciales para los sistemas trabajados en el documento, para solucio-

nar los sistemas (77) y (78) hemos usado el vector [x̂1 + ι̃1,0+ ι̃2] como condición inicial, ¿como cambian

dichas soluciones al implementar una condición inicial no constante?.
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I. Apéndice

I-I. Sobre las raíces de ecuaciones cúbicas

Los resultados acerca de las raíces de una ecuación cúbica ha sido sin lugar a dudas una de las estrata-

gemas de la teoría algebraica de los números reales. Dada su importancia y su utilidad en este trabajo

presentamos brevemente este importante resultado.

Teorema I: Fórmula de Cardano-Vietta. [13]. Considere una ecuación cúbica de la forma

x3 +ax2 +bx + c = 0, (†)

con a,b,c ∈ K , con K un cuerpo de característica distinta a 2 o 3. Entonces las raíces de (†) están dadas por

x = 3
√

−q/2+
p
∆+ 3

√
−q/2−

p
∆−a/3,

en donde

p = 3b −a2

3
, q = 2a3 −9ab +27c

27
, ∆=

( q

2

)2 +
( p

3

)3

la raíz cuadrada de∆ se escoge de forma arbitraria y, fijada ésta, las raíces cúbicas u y v se elijen de manera

que p =−3uv. Más aún, si ∆< 0 entonces las tres raíces son reales y simples dadas por

xk = 2 cos

(
θ

3
+ 2πk

3

) √
−p

3
− a

3
, k = 0,1,2

en donde el ángulo 0 < θ <π está determinado por

cosθ = −q/2√
−(p/3)3

.

I-II. Sobre la estimación del parámetro de retraso

Consideremos el sistema diferencial de retardo matricial [9]

Ẋ (t ) = AX (t )+B X (t −τ), (I)

si la solución trivial de (I) es asintóticamente estable cuando τ = 0, para qué valores positivos de τ se

mantiene tal estabilidad. Hay varias formas posibles de responder a la pregunta anterior, cada una de las

cuales conduce a una estimación diferente de τ0.

Ẏ = (A+B)Y (II)

El siguiente resultado proporciona una estimación alternativa del parámetro de retardo τ en (I) para

mantener la asintótica estabilidad de la solución trivial de (III).
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Teorema II. Sean A y B matrices reales n ×n constantes tales que la solución trivial de:

Ẏ = AY +BYτ, (III)

es asintóticamente estable. Sea C una matriz simétrica real definida positiva que satisface:

(A+B)T C +C (A+B) =−I (IV)

siendo

A = Dx F |(X∗,0) y B = DxτF |(X∗,0).

Sea τ0 la constante positiva definida por

τ0 = (2(∥A∥+∥B∥)∥C ·B∥)−1 ·
√(

λmin(C )

λmax(C )

)
(V)

donde λmı́n(C ) y λmáx(C ) denotan el valor propio más pequeño y más grande de la matriz C . Entonces

podemos decir que existen soluciones triviales de (III) que son asintóticamente estables para todo τ< τ0.

Demostración. Se remite al lector a consultar la demostración del Teorema 3.6.3 en [9]. □

I-III. Sobre la regularidad de la función implícita.

Lema I. Sea F : U ×V →V una función de clase C k , en donde U ⊂ X y V ⊂ Y con X ,Y espacios de Banach.

Si f es una contracción uniforme, entonces la función y : U →V definida implícitamente por la ecuación

y = f (x, y) es una función de clase C k .

Demostración. Se remite al lector a consultar la demostración del Lema 2.5 en [3]. □

I-IV. Bifurcación en el plano tipo Fold

Proposición I. (Bifurcación tipo Fold). Sea f :R×R→R, una familia uno-paramétrica de transformacio-

nes de clase C 2 que satisfacen

(1) f (0,µ0) = 0; (2) ∂x f (0,µ0) = 0; (3) ∂xx f (0,µ0) > 0 y (4) ∂µ f (0,µ0) > 0.

Entonces existen intervalos I1 = (µ1,µ0) y I2 = (µ0,µ2) y ϵ> 0 tal que

▷ Si µ ∈ I1 entonces f (x,µ) tiene exactamente dos ceros si x ∈ (−ϵ,ϵ).

▷ Si µ ∈ I2 entonces f (x,µ) no tiene ceros en (−ϵ,ϵ).

Demostración. Por la primera y la última propiedad junto con el teorema de la función implícita, existe

un abierto I = (−ϵ,ϵ) de R y una única función g de clase C 2, g : I →R, µ= g (x) tal que

g (0) =µ0, y f (x, g (x)) = 0 para todo x ∈I .
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Derivando respecto a x esta última ecuación tenemos que

∂x f (x, g (x))+∂µ f (x, g (x))
d g (x)

d x

∣∣∣
x=0

= 0,

∂xx f (x, g (x))+2∂xµ f (x, g (x))
d g (x)

d x

∣∣∣
x=0

+∂µµ f (x, g (x))

[
d g (x)

d x

∣∣∣
x=0

]2

+∂µ f (x, g (x))
d 2g (x)

d x2

∣∣∣
x=0

= 0.

Evaluando en x = 0 tenemos que

d g (x)

d x

∣∣∣
x=0

= 0, y
d 2g (x)

d x2

∣∣∣
x=0

< 0.

Por lo tanto g (x) tiene un máximo en x = 0, demostrándose así la existencia de los intervalos I1 y I2. □
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