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Resumen

En este proyecto de grado se considera el estudio analitico y numérico de la ecuacién diferencial tipo
Liénard con retraso:

4BV2(1, p(X(1), X7 (1)) x
(1-x2)?

X+yx+x—u= , x€]-1,1[, uel0,1] (1)

en donde V = V(t) es una funcion continuay periédica, ¢ (x(1), X; (£)) = G(x(t—1)—x(1)), GERyY, B R*.
La ecuacion diferencial (1) describe el movimiento del electrodo mdvil (finger) en el actuador micro-
electro-mecanico conocido como Comb-drive finger cuya dindmica global contempla la presencia de
una fuerza restauradora lineal, la fuerza electrostatica generada por la fuente de voltaje V(¢) entre los
electrodos y el efecto de un retraso temporal T = 0 debido a un controlador realimentado (feedback), el
cual actia directamente sobre la velocidad del electrodo mévil. Las técnicas matemadticas consideradas
para nuestro andlisis abarcan el andlisis de ecuaciones lineales con retraso temporal, el método de per-
turbacién de multiple escalas y el teorema de la funcién implicita en espacios de Banach.

Palabras Claves: Ecuaciones tipo Liénard con retraso, andlisis real, soluciones periédicas, actuadores
micro electromecénicos, método de perturbacién en multiples escalas, teorema de funciéon implicita en
espacios de Banach.



Abstract

This proposal presents an analytical and numerical study of the time-delay Liénard differential equation:

ABV2 (L, p(i(2), % (1))

(1-x2)2
where V = V() is a continuous and periodic function, ¢(x(f), %;(t)) = G(x(t — 1) — X(¢)), G € R and
¥, B € R". The differential equation (2) describes the motion of the moveable electrode (finger) in the
micro-electro-mechanical actuator known as Comb-drive finger in the micro-electromechanical actua-
tor whose global dynamics consider the presence of a linear restoring force, the electrostatic force ge-
nerated by the voltage source V(t) between the electrodes and the effect of a time delay 7 = 0 due to a
feedback controller acting directly in the speed of the moveable electrode. The mathematical techniques
considered for our analysis include the analysis of time-delayed linear equations, the implicit function
theorem in Banach spaces, and the perturbation method of multiple scales.

X+yx+x—u=

’ xE]_l,l[, uE[O,l[, (2)

Keywords: Liénard-type equations with delay, real analysis, periodic solutions, microelectromechanical
actuators, peturbation method of multiple-scale, implicit function theorem in Banach Spaces.
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1. Introduccién y Planteamiento del Problema

1-1. Sistemas micro-electromecanicos

1-1-1. Actuador tipo Comb-drive con retraso

Los sistemas microelectromecdnicos, o conocidos por el acronimo Micro-electromechanical systems
(MEMS), es una actual clasificacién de la tecnologia dedicada a disefiar y fabricar dispositivos o sistemas
integrados muy pequefios (su dimension fisica varia en un rango de 10 %m a 1073m) los cuales combi-
nan componentes mecénicos y electromecdnicos, ver [29, 31]. Desde mediados de la década de 1950,
con la comercializacién de los mandémetros de silicio, los MEMS ha recorrido un largo y rdpido camino
desde el laboratorio hasta el usuario comtn y en la actualidad estdn integrados en una amplia varie-
dad de dispositivos con diversas aplicaciones, desde las mds simples (sensores de temperatura) hasta
las mdas complejas (bio-chips para la deteccién de agentes quimicos y biolégicos peligrosos, giroscopios
y acelerémetros). Se puede afirmar que los MEMS cubren dos procesos principales, deteccién y movi-
miento. Entre las diversas aplicaciones de estos dispositivos tenemos, por ejemplo, sensores de bolsas
de aire para vehiculos, sensores de nivel de combustible y presion de vapor, cabezales de impresién de
inyeccion de tinta, sensores de presion arterial, prétesis, osciladores controlados por voltaje (VCO), con-
trol de municiones y control de vuelo. Un resumen més completo y reciente de la literatura en MEMS
y sus aplicaciones puede verse en [29, 31] y en las referencias que alli se citan. Hasta donde sabemos,
fue en 1967 H.C. Nathanson y sus colaboradores presentan en [17] el primer modelo matematico de un
actuador electrostatico de placas paralelas con interaccion elédstico-electrostética, enfocando su trabajo
en el estudio analitico y numérico del voltaje de activaciéon que induce efectos de inestabilidad en la ac-
tivacion del dispositivo. Dicho voltaje de critico es conocido como voltaje pull-in, el cual denotamos por
Vpul- Cuando se llega a este valor critico, un efecto mecénico es la posible colision entre los electrodos
fijo ymovil, lo que equivale a dafios del dispositivo. Hoy en dia, el modelo de Nathanson se ha convertido
en un “modelo canénico” entre los modelos dindmicos sobre MEMS, con una gran cantidad de articulos
dedicados a su estudio analitico y numérico. Véase, por ejemplo los articulos [11, 17, 20, 4, 31].

Otro interesante actuador electrostético cuya configuracion es similar al actuador de placas paralelas
de Nathanson es el actuador electrostatico conocido en la literatura como Comb-drive finger o bien ac-
tuador tipo peine. El disefio bésico del actuador tipo peine consiste en dos electrodos fijos y en medio
de ellos un electrodo mévil el cual se mueve en la direccién ortogonal o paralela al eje de los electrodos
fijos. Todo el dispositivo es sometido a una fuente de voltaje 7 (s) la cual en algunos casos es una fuente
constante (fuente que induce una corriente directa) o puede ser periédica (fuente que induce una co-
rriente alterna). El actuador tipo peine tiene una amplia gama de aplicaciones, las cuales, al igual que
el modelo de Nathanson, se centran en deteccion y actuacién. Entre sus aplicaciones mads frecuentes
tenemos: Sensores resonantes, aceleroémetros y dispositivos de comunicacién éptica. La configuracion
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precisa de un actuador electrostético tipo peine con movimiento ortogonal del electrodo mévil se ilustra
en la siguiente figura.

Regleta de electrodos méviles T
L € 7
) []
T iRk

Regleta de elect\({dos fijos

Figura 1. Esquema de un actuador electrostéatico tipo peine (Comb-drive finger actuator). Grafica toma-
dade [27].

Se puede comprobar que la ecuacién diferencial que gobierna el movimiento del electrodo mévil de
masa m ubicado en medio de los electrodos fijos a una distancia equidistante d, unido a un resorte con
coeficiente de rigidez lineal k, moviéndose de derecha e izquierda debido a las fuerzas electrostaticas
generadas por una misma fuente de voltaje 7 (s) estd dada por

mi" +cx' + kx =

3)

e(Le)VZ(s)( 11 )
2 d-%? d+x?2)

donde %" = %" (s) representa la aceleracion inducida en el electrodo mévil, ¢ es el coeficiente de amorti-
guamiento lineal, L, e son parametros de fabricacién y configuraciéon del actuador y € denota la constante
dieléctrica del medio entre los electrodos. Debido en parte a la diminutas dimensiones del dispositivo,
en el proceso de fabricacién existen pequefias desviaciones del electrodo mévil desde el punto medio
entre los electrodos fijos (X = 0). Si se asume una desviacién con magnitud # > 0, se puede comprobar
que la ecuacion en la forma

e(Le)V?(s) ( 1 1 )

2 (d—G+0)2 (d+&+0)? @

mi" +cx' + ki =

Por medio del cambio de variables

A~

m
X=xd-10, s=tg, I = - (5)

la ecuacion (4) puede escribirse en la forma

4BV () x

1-xD)2’ xe]-1L1[ wuel0,1], ©6)

X+yx+x—u=
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con
ele

2kd3’

_ C _ C
VS Tk T Vmk

En este documento, vamos a considerar una fuente de voltaje tipo DC-AC, V() de la forma

u=—=, V@O=vuI) y P=

QS

V(t)=vg+6v(D), (7)

con vy € R* (DC-fuente de voltaje directo) y v(¢) € C(R/TZ) de promedio cero. El voltaje V se asume no
negativo, en consecuencia é € [0, —vy/ Ui [ en donde:

Umax .= Max v(t), VUmin:= min v(z).
Mo, ™ tejo,m)
Entre los distintos fenémenos dindmicos que emergen frecuentemente en el estudio analitico, numérico
y préctico en los dispositivos tipo MEMS queremos resaltar es el retraso, el cual puede ser inducido en
el sistema por medio de controladores o simplemente desde su mismo disefio. A continuacién vamos
presentamos una breve introduccion a este fenémeno en MEMS.

1-1-2. Efectos de un controlador retroalimentado

Los MEMS con retraso temporal aparecen frecuentemente en aplicaciones précticas de ingenieria de
control. En los actuadores electrostaticos estos fenémenos de retardo temporal son inherentes al dis-
positivo o puede ser inducido por diseiio. Con el creciente propdsito de mejorar el desempeno de estos
dispositivos en sensibilidad y actuacién la estabilidad del mismo juega un papel fundamental, pues de
no ser tenido en cuenta, el comportamiento global del sistema puede llegar a degradarse hasta el efec-
to de inestabilidad lateral o equivalentemente hasta el efecto pull-in. Por lo que existe la necesidad de
un control activo que mejore el desempeiio y la estabilidad de los actuadores. Una de las técnicas para
mejorar el desempeiio de este tipo de dispositivos es el uso de controladores retroalimentados con re-
traso en el tiempo introducido por Pyragas [21], el cual lo utiliz6 para estabilizar soluciones peri6dicas
en sistemas cadticos. La sefial de salida de este tipo de controlador es un valor retrasado de la salida del
sistema al que se le sustrae la salida actual del mismo (ver Figura 2).

Sistema T
v e —— o —— - - s s . - e -
< \
| Controlador ‘L |
I Ganancia |
' (1) |
' |
! retraso {egm— |
\ X(t-7) y;

Figura 2. Esquema del controlador de velocidad retroalimentado.
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Supongamos que queremos aplicar este controlador retro-alimentado con retraso 7 = 0 en la velocidad
al actuador tipo peine (6) modificando la sefial de entrada del voltaje, tal como sugiere el esquema de la
figura anterior, es decir

V() = V(t,px(1), %:(2))), con @(x(1),x:(2) = G(x(t—7)-%(2)), GeR,

El parametro G se identifica como la “ganancia” ! del controlador. En este caso, la ecuacién (6) queda en

la forma:
4BV2(t,p(x(1), X7 (1)) x
(1-x2)2

i+yx+x—u= ,  x€l-L1[ uel0,1] (8)

la cual corresponde a una ecuacion diferencial tipo Liénard con retraso temporal.

Este proyecto de grado considera el estudio analitico y numérico de la dindmica de la ecuacién diferen-
cial (8) y en particular la existencia y estabilidad de soluciones periddicas de signo constante por medio
de métodos de continuacién local, como por ejemplo una adecuada formulacion del teorema de la fun-
cién implicita en espacios de Banach (ver [1, 18, 14, 30]). De manera mds precisa, se desea dar respuesta
a las siguientes preguntas de investigacion:

P1 ;Existen soluciones periédicas con signo constante para (8) para pequenos valores del retardo 77?
De ser positiva la pregunta anterior ;Qué tan grande puede ser el valor del retraso?.

P2 ;Qué condiciones sobre los pardmetros de ganancia G y retardo 7 garantizan la estabilidad de los
estados de equilibrio de (8) cuando se asume una fuente de voltaje constante V (f) = vy, t € R.

Si se asume una fuente de voltaje V(¢) = vg+6 v(f),con v(f) una funciéon T-periédica, vg = O(1),0 = o),
con e-pequefio, por medio de un andlisis de perturbacién con la técnica de escalas multiples queremos
dar respuesta a la siguiente pregunta

P3 Dado un estado de equilibrio X del modelo auténomo asociado a (8) y y(#) = x(f) — X una per-
turbacién con x(f) solucién de (8) ;Cudl es la respuesta dindmica del actuador (8) a pequenas
perturbaciones y = O(e) de los estados de equilibrio cuando se asume una ganancia G = 0?2

Hasta donde tenemos conocimiento, este tipo de preguntas para el actuador electrostético tipo Peine no
han sido tratadas en trabajos previos.

Asi pues, consideramos que dar respuesta a estas preguntas brindardn un conocimiento més profun-
do sobre la dindmica de los actuadores tipo Comb-drive finger en presencia de los efectos de retardo
por medio de controladores retro alimentados. Un punto importante que resaltar sobre la ecuacion (8)
es que la presencia del retardo 7 = 0 marca una notable diferencial respecto a las técnicas existentes
para la existencia y estabilidad de soluciones periddicas. Por ejemplo, para la existencia de soluciones
periddicas en ecuaciones diferenciales con retardo, el método de stper y sub-soluciones clédsico ya no
funciona mas, y no existe hasta donde sabemos una teoria que extienda a este método a ecuaciones con
retraso. Por lo tanto, no podemos aplicar a la ecuacién (8) las mismas ideas presentes por ejemplo en

1E] parametro |G| mide esencialmente el efecto del controlador en la dindmica del sistema a través de la medicién de la
diferencia entre dos valores de la velocidad en dos tiempos distintos.
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[20, 22, 27] cuando 7 > 0 Asi mismo, el estudio de la estabilidad de equilibrios y soluciones periédicas
para ecuaciones tipo Liénard con retraso es un tema delicado que en general un estudio més profundo.
Para una mejor lectura, hemos dividido el documento en la siguiente forma. En el capitulo 2 presenta-
mos algunos apuntes sobre las técnicas matemaéticas que hemos necesitado para dar alcance a los obje-
tivos de este proyecto. Por ejemplo, ecuaciones diferenciales lineales con retraso, teorema de la funcién
implicita en espacios de Banach y el método de perturbacién de miltiples escalas. En el capitulo 3 se
presentan y se demuestran los resultados principales de este proyecto de grado. De manera m4s precisa
en la seccién 3-1 se da respuesta a las preguntas P2 y P3 mientras que en la seccién 3-2 se da respuesta a
la pregunta P1. Finalmente, usando como referencia los valores numéricos de los pardmetros de fabrica-
cién para el actuador electrostatico tipo Nathanson (ver [17, 11]), en el Capitulo 4 por medio del software
Python y el paquete jitcdde, presentamos una validacién numérica de los resultados analiticos sobre
la dindmica de la ecuacién diferencial (8) demostrados en el Capitulo 3.



2. Marco tedrico

En este capitulo presentamos algunas de las herramientas matemadticas necesarias para alcanzar los ob-
jetivos propuestos en este proyecto de grado. En particular, daremos una breve introduccién a las ecua-
ciones diferenciales con retraso, y en mayor medida a los sistemas de ecuaciones autdnomas con retraso,
ademads del método de perturbacién en ecuaciones diferenciales conocido como el método de multiples
escalas. De igual forma, presentamos brevemente uno de los mds importantes teoremas de existencia
de funciones conocido como el teorema de la funcién implicita, junto con su versién en espacios de Ba-
nach. Finalmente mostramos algunos de los resultados sobre la existencia de soluciones periédicas en
el actuador electrostético tipo Nathanson y el actuador electrostético tipo peine.

2-1. Ecuaciones Diferenciales con Retraso

Las ecuaciones diferenciales con retraso Delay Differential Equation (DDE), son un tipo de ecuacién di-
ferencial funcional en la cual la derivada de la funcién desconocida en un momento determinado se
da en términos de los valores de la funcién en momentos anteriores. Las DDE también se denominan
sistemas de retardo de tiempo, ecuacién diferencial retardada en el tiempo o ecuaciones de diferencia
diferencial [2, 26]. Estas se han introducido en la teoria general de las ecuaciones diferenciales con el
proposito de crear modelos mads realistas desde muchos procesos que dependen de la historia pasada.

Surgen modelos con retrasos de estado naturalmente al construir interconexiones de retroalimenta-
cién de funciones de transferencia elementales con retrasos de entrada o salida. Es bien sabido que
los argumentos retrasados pueden afectar profundamente el comportamiento de un sistema dindmico
[2, 24, 26], es esta una de las razones por lo que las ecuaciones diferenciales con retraso son modelos
bésicos en la teorfa de control, marco teérico en donde encuentra cabida este documento. La teoria de
las ecuaciones diferenciales con retraso es muy amplia y seria muy pretencioso que en algunas paginas
se muestre rigurosamente los resultados més fundamentales de tan interesante y hermosa teoria ma-
tematica. En nuestro primer acercamiento a este tipo de problemas presentaremos la que quizés sea la
ecuacion con retraso mas simple

x(t) =-rx(t-1). 9)

conr € R* y 7 > 0. El signo negativo en la ecuacion refleja una “realimentacién negativa” en cada instante
de tiempo. Por otro lado, en el caso limite 7 = 0 es bien conocido que todas las soluciones monétonas y
dadas por x() = ke "! con k una constante. En [26], se nos da una férmula que determina la solucién de
(9) asumiendo previamente que

x(n)=1, -t=<t=0. (10)

Esto es, la funcién constante x(z) = 1 juega el papel de “condicidn inicial” en el marco de las ecuaciones
diferenciales ordinarias.
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Teorema 1: Ejercicio 2.1 del libro [26]. Considere la ecuacién solucién (9) y suponga que x(t) es la solu-

cion que satisface la condicion (10). Entonces, x(t) esta dada por
n k
_ k k[t_(k_].)T]
x()=1+ k;(—l) e

(n-Dt<t<nt, n=1. (11)

Demostracion. Siguiendo los pasos presentes en [26], vemos que si ¢ € [0, 7], entonces s =t —7 € [-T,0].
En consecuencia, por (10) se sigue que

x(t)=-rx(t—-1)=-r, Vte[0,T1].
De aqui un célculo directo muestra que
x(£) = x(0) +[Otx'(m)dm = x(0) — rfotdm =1-rt, Vtel0,1].
Ahora observamos que en el intervalo ¢ € [7,27] se tiene s =t — 1 € [0, 7] y asi
x()=—-rx(t—-1)=—r(1-1r(t-1)), Vte]lr,271].

De nuevo, una simple integracién nos lleva a la conclusién

x(1) = x(1) +ftx'(m)dm = x(1) —ftx(m—r)dm =1- rr—ft rl—-r(m-1))dm,

T T T

de donde
x(O=1-rt—r(t-1)+ %Z(tz —12) + rzr(t—r) =1- rt%z(t—r)z, Vie[r,21].

Para este paso debemos suponer que es cierta la férmula propuesta en [26] (para el caso r = 1.) Por lo
tanto, las soluciones de (9) estdn dadas por (11), mds especificamente se debe suponer que las soluciones
dadas por (11) son ciertas en un intervalo ¢ € [nt, (n + 1)7], obteniendo asi

PN L (R B (—Dkrk (m— kpyk+1 |
x(t)—1+kX::1( Dr — g t—nt +Z 0 T N ,

a1 n 3 k k[nT (k ].)T]k n 1)k+1 k+1 (m k.[)k+1
x(H)=1 rt+kz::2( D*r gl o o

Un célculo directo prueba lo siguiente

1 (nt—(k-D71lk & 1 i [nT—jT)T
-1 k .k ERRVARSYAY ’
Lo T M TR
por lo tanto
. t
n . . [nT—jT]]+l n (_1)k+lrk+l (m_k.[)k+1
H=1-rt o AR AL .
M =1=r +]Z:1( T +,§1 Kl k+ 1)
n . . [l’lT —jT]j+1 n (_1)k+lrk+l (t— kT)k+1 (nT _ kT)k+1
H=1-rt A A - ,
0 ' +]Z:1( e G+ +k§1 k! (k+1) (k+1)

j e 0T = jriit! Zn:( Dk k1 kT)kH_X”:( kL, k1 (nT = k)*H

x(H=1-rt+ Z( 1) TE = k+1)! & (k+1)!

j=1

—1_ k+1 k+1(t k)R (¢ — (k- l)T)k
x() =1 rt+k§1( 1) T -

’
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A partir de lo anterior se tiene

noo e = kDR (= (k- DD)F L T S W
1—rt+k§1(—l) r D) 7 = 1+k;(—1) e

Esto completa la demostracion. |

Ejemplo 1: Visualizacién de las soluciones asociadas a (9) en el caso r = 1. Con el fin de graficar las
soluciones de (9) a diferentes valores del retraso T en un caso especifico r = 1 utilizamos el comando dde23
en el software MATLAB (se recomienda consultar [23] por mds informacion). En las siguientes figuras evi-
denciamos el efecto de estas variaciones.

—7=0.01
“r —7=0.25 )
ok 7=0.5 4
—7=0.75
L —7=1 1
ni =125 | |
—7=1.5
v
-06 = -
t
Figura 3. Soluciones de la ecuacién diferencial con retraso x(t) = —x(¢ — 1) para distintos valores del

parametro 7.

v r 1
0.8
0.6
04
0.2
2 0 LS
6 8 10 4 6 8 10
1 - - - - 1 T T T T
0.8 0.8
06 06
04 04f
02f 02
0 0 P
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
1 1
08 0.8
06 0.6
04 0.4
0.2 /'\ 0.2
0 F 0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Figura 4. Vista individual de distintas soluciones de x(¢) = —x(¢ — 7) observadas en la Figura 3.
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Note como en la Figura 3 para valores més grandes del retraso, las soluciones presentan un niimero ma-
yor de oscilaciones. Llegados a este punto hemos evidenciado los efectos del retraso 7 en la ecuacién
(9) en el caso r = 1, ahora nos ocupamos en como las condiciones histéricas pueden alterar el compor-
tamiento de las correspondientes soluciones, debido a que las ecuaciones diferenciales de retardo son
sistemas donde la evolucién de la solucién depende no solo de su estado en el tiempo sino también
del concepto que se denomina como funcién histérica kisz(f). En el caso anterior la funcién histérica
era constante y correspondia a hist(t) = 1, esto se evidencia en el hecho de que al tiempo cero de las
soluciones su valor correspondiente a 1 y seguido se comporta segin el pardmetro 7 y la solucién del
sistema. Con el propdésito de motivar al lector en esta interesante area de las ecuaciones diferenciales,
sin entrar en los detalles analiticos y numéricos, nos preguntamos por los efectos dindmicos que tiene
el considerar funciones histéricas que dependan de la variable independiente ¢ y como éstas alteran las
soluciones del problema (9) descrito anteriormente.

Ejemplo 2: Influencia de la funcién histérica en las soluciones de (9) en el caso r = 1. Se procederd
con un ejemplo que evidencie los cambios en nuestras soluciones. Proponemos las siguientes funciones
historicas

histi()=e"-1,

histy (1) =e' - 1.

En la siguiente figura observamos como las soluciones se ven afectadas por esta nueva condicion historica.

histl (t)

histy(t) = €' — 1

Figura 5. Visualizacién de las soluciones de (9) en el caso r = 1. A la derecha con la funcién histérica
hist,(t) yalaizquierda con hist(t).

Siguiendo lo dicho en [16], en el caso de una Ordinary Differential Equation (ODE) ademds de la ecuacion
se dan muchas condiciones iniciales dependiendo del orden de la ecuacién y son de la forma: x(fy) =
xo, x'(tp) = X, y asi sucesivamente. Para una DDE, por otro lado, no es suficiente dar un conjunto de
valores iniciales para la funcién y sus derivadas en fj, sino que se debe dar un conjunto de funciones
para proporcionar los valores histéricos para fy — max(zr) < t < f. Cudntas y qué funciones histéricas
dar para obtener una solucién tinica depende del orden de la ecuacién: para una ecuacién de primer
orden solo se necesita una hist(t) para dar los valores histéricos de x. Para una ecuacién de segundo
orden debemos dar un hist () para dar los valores histéricos de x y otro hist,(¢) para dar los valores
histéricos de x'.
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2-2. Sobre sistemas lineales auténomos con retraso

En el estudio analitico de ecuaciones diferenciales no lineales (con o sin retraso), una de las técnicas
que en general resulta muy 1til a la hora de analizar la dindmica local del sistema cerca del punto de
equilibrio es el conocido método de diagonalizacion, el cual es un insumo clave para el andlisis de sis-
temas no lineales en la determinacién de la estabilidad local de un equilibrio. El enfoque cldsico para
determinar la estabilidad local de un equilibrio por medio del método de diagonalizacién, consiste en
estudiar un sistema lineal de ecuaciones diferenciales deducido a partir de un proceso de linealizacién
local del campo vectorial del sistema de ecuaciones diferenciales original, en una pequefia vecindad del
punto de equilibrio en cuestién. Posteriormente, se determinan las tasas exponenciales de crecimiento
y decaimiento del sistema lineal asociado (ver [26]).

A continuacién presentamos algunos aspectos sobre el método de diagonalizacién en el marco de los
sistemas de ecuaciones diferenciales auténomos con retraso. Con este objetivo en mente, considere el
espacio vectorial normado C = C([-7,0],C) en donde

C={¢:[-1,00-C", t—¢p(1), ¢ unafuncioncontinua}.
Un operador L: C — C actuando sobre C, se dice que es lineal si satisface
L(a¢p + by) = aL(¢p) + bL(y),
paratodo a,b e C, ¢, € C. Méas aun, es acotado si existe una constante K > 0 tal que
L@ =Kllpll, ¢eC,

|| esunanormaenC”y ||-| esuna normaen C. En adelante, denotamos el estado de un sistema dindmico
(ecuacion diferencial) sobre C en el tiempo ¢ como un elemento x; en C tal que

X (8):=x(t+s), —-1<s=<0.

De esta forma, podemos ver la trayectoria de una solucién de un sistema dindmico con retraso con la
grafica de la curva t — x; en C. Ahora, considere la ecuacion diferencial lineal con retardo

x(1) = L(x¢), (12)
con L un operador lineal y acotado sobre C. En particular se eligen A, B € M, ,(C) tales que
L(¢p) = Ad(0) + Bd(—T1). (13)
Note que la desigualdad
IL(P)| = [AllpO)] +Bllp(=1) = (Al + BD I,
nos brinda una cota para el nuestro operador L dado en (13). Por lo tanto,
x(t)=L(x;) < x(t)=Ax(t)+Bx(t—1). (14)
Lo anterior se sigue a partir de la definicién misma de Ly x;, en efecto
x(8) = L(xg) = Ax¢(0) + Bx,(-7),
=Ax(t)+ Bx(t—1).

La ecuacion (14) es un sistema lineal y autdbnomo de ecuaciones diferenciales con retraso, para el cual se
asume que su dato inicial es una funcién en C, es decir, x(t) = x¢(¢) para t € [-7,0] con xp € C.



2-2 Sobre sistemas lineales auténomos con retraso 19

2-2-1. La ecuacidén caracteristica

Al igual que en ecuaciones diferenciales ordinarias y lineales del tipo * = « x, con o« € M;,(C), la bus-
queda de soluciones para (12) inicia bajo el supuesto de que tienen la forma

A

x(t)=e'v, v#O0cn,

donde A € C. En este punto es conveniente definir la funcién exp, : [-7,0] — C", s — exp,(s) = e’s. En

consecuencia

A(t+S5)

x(s)=x(t+s)=e v=erexp,(s)v.

Ahora bien, para que x(¢) sea una solucién de (12) se debe cumplir
x(t)=L(x;) < Aetty = e“L(exp/l V) g Av = L(exp, V).

Escribimosv =} ;v;e; endonde {e;}; eslabase estdandar para C", entonces L(exp, v) =} ;v;L(exp, e;).
Se define L) como la matriz de dimensién n x n dada por

Ly = [Lexp, (e1))|L(expy)(e2)| -+ |L(expy (en))],

por lo tanto,

L(exp,v) =) vjL(expyej) < L(exp,v)=Lyv.
j

Lo anterior implica la ecuacién vectorial Av = LAv. Como deseamos obtener soluciones no triviales de
(12) (hemos supuesto v # Ocr), se sigue que A satisface la ecuacién

AVv—Lyv=0¢cn < det(Al—Ly)=0g, (15)

con det(-) denota la funcién determinante. Asi pues, v se encuentra en el kernel del operador lineal
AI— A, con I el operador identidad. Al valor A € C se le suele llamar multiplicador caracteristico del
operador L) mientras que a la ecuacién (15) se le llama ecuacién caracteristica del operador Lj. En el
caso particular en que el operador L esta dado (13) o equivalentemente, en el caso en que tenemos una
ecuacidn lineal con retraso de la forma (14), la ecuacién caracteristica queda en la forma

det (A — A— e’ B) = Op. (16)
Maés atn, si A, B € M« (C), si n =2 la ecuaciéon (16) puede ser expresada como
pr(A) = A2 = tr(A)A + det (A) + e 2™ det (B) + e Mc — Atr(B))], 17)
en donde ¢r(-) denota la funcién traza y c es el ntimero real
¢ =det(a'|b®) + det(b'|a?),

con (a1 |b2) es la matriz formada por la primera columna de Ay la segunda columna de B (andlogamente
se define (bllaz)). El siguiente resultado brinda algunas de las propiedades mds notables de la funcién
h(A) :=det(AI — L)) derivadas de la teoria basica de funciones analiticas.
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Lema 1. La funcion h(A) := det(AI — L)) es una funcion entera, ademds
i) h tiene ceros de orden finito.
ii) h tiene un conjunto numerable de ceros.
iii) EIl conjunto de ceros de h no admite puntos de acumulacién.

Demostracion. Se remite al lector a consultar la demostraciéon en el Lema 4.1 en [26]. O
Adicionalmente, sobre el sistema lineal con retraso
X(t)=AX(t)+BX(t-1),

y su contra parte sin retraso
X(t) = (A+B)X(1),

con polinomios caracteristicos
P;(\)=det(AI-A-e*B) y Py(A) =det(A - (A+B)),
respectivamente, se tiene el siguiente resultado cuya demostracién se encuentra en [26] capitulo 4.

Teorema 2. Sean zy, zy, ..., zi valores propios distintos de la matriz A+ B. Seae >0, y m € R que cumple
m < min; Re(z;). Entonces existe ro > 0 tal que siT € [0,7¢] y P;(z) = 0 para algiin z, entonces Re(z) < m o
bien |z — z;| <€ para algiin i.

El Teorema 2 establece que para valores suficientemente pequefios de 1, las raices de P;(A) estdn o bien
muy cerca de los valores propios de A + B (los multiplicadores caracteristicos de Py(1)) o tener partes
reales mds negativas que cualquier multiplicador caracteristico de Py(1). Cabe mencionar que este re-
sultado nos serd util al momento de establecer la estabilidad de posibles soluciones periédicas para el
actuador (43) por medio de la informacién que se conozca sobre soluciones periédicas en el caso sin
retraso.

2-2-2. Sobre el principio de estabilidad linealizada

Sea f: C — R" y considere la ecuacion diferencial funcional no lineal
x(1) = fxp). (18)

Diremos que la funcién constante x(¢) = xo € R”, f € R es una solucion de equilibrio para (18) siy solo si
f (%) =0, en donde Xy € C es la funcién constante %o (t) = xp, t € R. Si x(¢) es una solucién de (18) y

x(t) = xo + y(1),

entonces y(t) satisface
y@) = f(Xo+y(0). (19)
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Con el prop6sito de comprender el comportamiento de las soluciones de (18) que inician cerca de Xy, es
suficiente con entender el comportamiento de (19) para soluciones que inician cerca de y = 0. Suponga-
mos entonces

fGo+P)=ZL(P)+g(h), ¢eC, (20)

en donde £ : C — R" un operador lineal y acotado y g : C — R” se identifica como los “términos orden
superior” en el sentido de que

Yu>0[36>0: Si |loll=dé = lgP)l<puloll — gi%zw:om.

Il

Al sistema lineal
z(t) = L (zy), (21)

se le conoce como el sistema linealizado (o sistema variacional) alrededor del equilibrio % de la ecuacién
diferencial funcional no lineal (18). El siguiente teorema, (ver [7, 12, 26]) nos habla de la estabilidad del
equilibrio Xy en términos de los ceros de la correspondiente ecuacion caracteristica del sistema lineal
(21).

Teorema 3. Sea A(A) := det(AI — Ly) y considere la ecuacion caracteristica A(A) = 0 correspondiente al
sistemas lineal (21). Suponga que

—0:= max Re(l) <0.
AM)=0
Entonces X es localmente asintéticamente estable para (18). De hecho se verifica que

= ExisteK >0 tal que
lz(t,p)| < Ke™?"l|pl, =0, $peC,

con z(t, ) una solucién de (21) 2(t) = L(z;) con condicion inicial zy = ¢ € C.
= Existeb> 0 tal que
si l¢p—%oll<b entonces |x:(¢)— %ol <Kllp—Zolle "2,
para t > 0,con x(t) solucién de (18) con condicion inicial xo = ¢ € C.
Si por el contrario Re(A) > 0 para algiin A tal que A(A) = 0, entonces X es inestable.

Ahora consideramos el caso particular
x(t) = F(x(8), x(t - 1)), (22)

en donde F: D x D — R" es una funcién continuamente diferenciable y D < R” es un conjunto abierto.
Si F(xo, xo) = 0 para algtin xy € D, entonces x(t) = xo, ¢ € R es una solucién de equilibrio para (22). Si se
define la funcién f(¢) = F(¢p(0),¢p(—T)), entonces la ecuacién (20) se reescribe en la forma

[ (Xo +¢) = F(Xo +(0), Xo + Pp(=1))
= F(%o, X0) + DxF (%0, %0)¢(0) + D}, F (%o, X0)p(—T) + -
= Ap(0) + BP(=1) + J((0),p(-1)),
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endonde A = DyF(xg,Xo), B=DyF(xp,x0)yJ: R" xR" — R" representa los “términos de orden superior”

para F, con
lim J($(0), p(—1)) _
$—0 ol

De esta forma el sistema linealizado alrededor del equilibrio x = %, para (22) esta dado por
Xx(t) = Ax(t)+ Bx(t—1).

Veamos un ejemplo de coémo se calcula el sistema linealizado correspondiente a un punto de equilibrio
para un sistema no lineal auténomo con retraso.

Ejemplo 3. Se considera el modelo del quimiostato con retraso (ver [26])

$(1) =1-s(1) - f(s()x(2)
x(O)=e T fls(t—t)x(t—1)—x(8) |

ms crep . . . .
con f(s)=——, m,a>0yx,s>0. Los equilibrios (so, X9) del sistema son las soluciones del sistema
a+s

1- So —f(S())xO = O}
(e " f(s0)—1)xp =0

el cual admite siempre la solucion no negativa (1,0) (conocida como “washout state solution”). De otro
lado, un segundo equilibrio (36‘ , x(’)k ) (conocido como “survival state solution”) emerge si
e Tf(sp)-D=0 o f(sp)=e">1.
Por lo tanto
I-sg=e'xy; © xy=0-s5)e "
Puesto que f(s) es estrictamente creciente, entonces 0 < xa‘ si se satisface la condicién

* — m T
f(50)<f(1)—a+1 < e<a+1'

De otro lado, el sistema linealizado en un punto de equilibrio (so, Xo) esta dado por
z=Az(t)+ Bz(t—1),

con

A= 1-xof"(s0) —f(50) _ 1_(Z+i§§2 _ﬁio B= 0 0. 0 0
0 -1 0 -1 Y f'(s0)x0  f(s0) ren Bl i

(d+$0)2 a+Sy

mds atin, el polinomio caracteristico asociado queda en la forma

pr(A)=A+ 1)(/1 +1+x0f (s9)e M - f(so)e‘““)f),

max ms
=(A+ 1)(/1 +14 e - —Oe‘(“m),
(a+ sp) a+ sy
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por lo tanto, A} = —1 siempre es un multiplicador caracteristico, mientras que el segundo multiplicador
A5 estd dado como solucion de la ecuacion
maxy msy _

e A+D71 — 0.

A+1+ -
(a+s9)2 a+sp

Para el equilibrio (1,0) su correspondiente multiplicador caracteristico A, (1,0) satisface

m
d= e con d= A5(1,0) +1.
a+1

Entonces, un cdlculo directo muestra que
ds1 o 151,00,
. . m —‘[’ 3K . . s, . .
pero d < 1 si y solo si me < 1. Por lo tanto, el equilibrio (1,0) es asintéticamente estable si y solo si

m_ o - gk g . .omo
1 <e', esto es, en ausencia del equilibrio (s, x;). Mientras que (1,0) es inestable si 1 >e', esto es,
en presencia del equilibrio (s(’)‘ , x(’)‘ ).

De otro lado, para el equilibrio (sy,x;) se verifica que su correspondiente multiplicador caracteristico
A3 (sy,Xy) satisface .
T80~ e i) _1<0

As(sy, xp)+ —————= =
2770770 (a+s;)?

’

por lo tanto, A; (s(’; , x(’; ) <0, esto es, (s(’)‘ , x{; ) es asintéticamente estable.

Terminamos aqui esta sucinta introduccion a las ecuaciones diferenciales con retraso, reconociendo que
una detallada y rigurosa presentacién no se alcanza en pocas paginas de un documento. Tan solo hemos
presentado aquellas herramientas claves que nos seran ttiles para nuestros resultados sobre la dindmica
de ciertos MEMS. Por lo tanto, invitamos al lector interesado en profundizar méas sobre esta interesante
teoria matematica, consultando [2, 3, 26].

2-3. Teorema de la Funcién Implicita en espacios de Banach y el
Teorema de la Aplicaciéon Abierta

El teorema de la funcién implicita es quizds uno de los teoremas de existencia mas mencionados en casi
todas las dreas de la matemadtica. Su versatilidad y adaptabilidad le ha permitido tener diversas formu-
laciones, llegando al punto que cada “conjunto de funciones" tenga su propia version del teorema de la
funcién implicita. En términos generales y en su formulacién mds simple, éste teorema presenta con-
diciones suficientes bajo las cuales una ecuacién o conjunto de ecuaciones de varias variables permite
definir a una de ellas o varias de ellas como funcién de las demaés. Si puedo escribir 7 ecuaciones, en
n + m variables, entonces, cerca de cualquier punto solucién, hay una funcién de m variables que nos
brinda las n coordenadas restantes de los puntos de solucién cercanos a dicho punto solucién. En otras
palabras, si tenemos el sistema de ecuaciones

fl(xl,xzn-uxn,}/l,J/2,-~-;J/m):0,
fz(xlyxzy---,xn;J/bJ/Z,---;J/m):0;

L3

fn(xl)er---)xn»ylryZ)“-)ym) :()y
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en n+ mvariables x1, X2,..., X, Y V1, V2, ..., Ym, queremos encontrar condiciones suficientes que nos per-
mitan resolver el sistema para x, X2, ..., X, en términos de y1, y2,..., Ym-

A continuacién presentamos una versiéon del teorema de la funcién implicita adaptada al sistema de
ecuaciones anterior.

Teorema 4: Teorema de la Funcién Implicita (T.EI). Sea Q < R™*" y considere la funcion
F:QcR™"-R",  (x,y) = Fx, ) = (L0, L000),..., fo(x, 1),

conx=(x1,x2,..,Xm) ¥¥ = (Y1, ¥2,---, ¥n)- Suponga que F(xy, yo) = Orm para algtin punto (xo, yo) < Q en
donde (xo,y0) = (x%,x3,...,x3,, 3%, 3,...,¥°), es decir,

J1(xo0, ¥0) = f2(x0, ¥0) =, ..., = fulx0, y0) = 0.
Suponga que se satisfacen las siguientes condiciones

a. Las funciones f1, f5,..., fn son funciones continuamente diferenciables en una vecindad de (xo, yo),
es decir, para todo (x,y) € W con W alguna vecindad de (xy, yo), las derivadas parciales

Oy filx,y), i=1,...,n,s=1,...m, Gyjfi(x,y) i,j=1,...,n,
existen y son continuas.

= La matriz n x n de derivadas parciales

0y ix,y) 0y, 1(x,y) ... 0y, fi(xy)

0y f2(x,y) 0y, f2(x,y) ... 0y, f2(x,¥)
DyF(xr J/) = : . . . ’

Oy fu(x,y) 0y, fulx,y) ... 0y, fu(x,y)

es no singular en (xo, yo), es decir det(Dy, F(xo, yo)) # 0. (Dy F(x0, yo) es un isomorfismo).

Entonces, existe una vecindad V del punto yy = (y?,yg...yg) en R", una vecindad U del punto xy =
(x),x3...x%) en R™ y una uinica funcion ¢ : U — V tal que

= p(x0) = yo ¥ F(x,p(x)) = Orn para todo x € U, es decir

filee) = folx, @) =,...,= fulx,@(x)) =0, VxeU.
= @ = @(x) es una funcion continuamente derivable, mds aiin, ¢ satisface el problema de valor inicial

-1
Do(x)=—|DyF(x,0(x))| DxF(x,¢(x)), con ¢(xo)= yo,
para todo x e U.

Demostracioén. Se remite al lector a consultar la demostracion en [14]. O
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Ejemplo 4. Veamos una simple aplicacion del teorema de la funcién implicita para el caso n = m = 2.
Considere la ecuacién F(x,y) = (f1(x, ), f2(x,¥)) = (0,0) con

filx,y) = xf +2x5 + yf +2y,-8, 23)
5(X,Y) = X1 — X5 + V1 — Yo +3.
y 2T V1=

Se comprueba directamente que F (xo, o) =0 con xo = (1,1) y yo = (1,2). De otro lado,

2x1 2
1 —2X2

2_)/1 2

L 2y

DxF(x,y)z( 1 4

2 2
)) DyF(x,J/):( )) = DyF(xO)yO):( )-

Dado que det(Dy F(xo, yo)) # 0, por el teorema de la funcion implicita (Teorema 4) para x = (x1, X2) en una
vecindad U de (1,1), existe una funcion ¢ : U — V tal que

yv=pkx) < y=¢1(x1,x2), Y2=@2(x1,%x2), con(x1,x2)eU.
Mds aun, @ es derivable y satisface el problema de valor inicial
-1
Dy(x) = = Dy F(x, ()| DeF(x,g(x), con ¢(xo)=yo,

esto es

DCP(X1,Xz) = 1 ((pZ(xl’XZ) 1 ) (le 2

, con @(1,1)=(1,2).
21 (x1, X2)P2(x1, x2) — 1 1/2 —p1(x,x2)J\ 1 —2x

2-3-1. Teorema de la Funcién Implicita en Espacios de Banach

Antes de dar paso a una extension del teorema de la funcién implicita en espacios de Banach (espacio
vectorial normado el cual es completo) presentamos algunos brevemente algunos conceptos fundamen-
tales del andlisis matematico.

Un espacio normado es un par (E, || - ||g) en donde E es un espacio vectorial y || - | es una norma en
E. ! Todo espacio normado (E, || - | g) es un espacio métrico (E, d) con la funcién distancia d := || x - yllg
con x,y € E. Cuando la funcién distancia d es completa (esto es, toda sucesion de Cauchy en (E, d) es
convergente en (E, d)) se dice que || - |z es completay que (E, || - |[g) es un espacio de Banach.

Si E,W son espacios normados y L : E — W es un operador lineal, se dice que L es un homomorfis-
mo entre E'y W si L es una aplicacién continua y abierta de E sobre su imagen L(E) c W, esto es, por
un lado, L™!(V) es un abierto en E para todo abierto V de T(E) y por otro lado, L(U) es abierto en L(E)
para todo abierto U en E. Un isomorfismo entre dos espacios normados Ey W es una aplicacién lineal
y biyectiva L: E — W tal que Ly L™! son continuas, es decir, L es una biyeccién que conserva tanto la
estructura lineal como topolégica de los espacios normados en consideracion. Por lo tanto, los isomor-
fismos de espacios normados no son mas que los homomorfismos biyectivos.

1Cuando no haya riesgo de confusion, se omitird la segunda componente del par.
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Teorema 5: Teorema de la Funciéon Implicita en Espacios de Banach. Sean X,Y y Z espacios de Banach,
ysean U c X, V c Y conjuntos abiertos y una funcion f : U x V — Z de clase C*. Ademds suponga que
f(x0,70) =0y %(xo, ¥o) 1 Y — Z es un isomorfismo. Entonces existe una vecindad Uy de xy y una tinica

funcion denominada ¢ de clase C*, la cual cumple que:

i)
dxo)=y0 ¥y flx,p(x)=0, VxeU.

ii) Para cada x € Uy, se satisface

of -1 of
Dp(x) =- (@(x,w(x))) (a(xwp(x))).

Demostracion. Procedemos a presentar una prueba del teorema anteriormente descrito, esta prueba es
descrita en [1]. Definimos la funcién g: U x V — Z dada por:

a -1
glx,y)=y- (%(xo,yo)) fe, .

Entonces, para cada x, las soluciones de la ecuacién f(x,y) = 0 son exactamente los puntos fijos de
g(x,-), Se observa que g es una funcién de clase C¥ y g—§ (x0, Yo) = 0 entonces reduciendo Uy V si es ne-

cesario podemos suponer que || g—i(x, Y <a<lparatodo (x,y)eUx V.

Seac= “%(xo,yo)_lw, fijamose < 1/c,y sea

0 0
fx,y) = f(xo0,y0) = %(xo,yo)(x - Xp) + %(Xo, Y0) (¥ —yo) + R(x, ),

seguidamente, fijamos 6 >0y & > 0 tales que Bs, (xo) x Bs (yo) cU x Y 'y
IR, I <€ (lx—xoll + 1y —yoll),

para [ x—xoll <6,y lly— yoll <dy. Entonces:

lg(x,y) —gl( )II—H(ﬂ( ))_l(g( ) (x = xp) + R( ))”
g, y) — 8Xo, Yo)ll = Gy X0, Yo ox X0, Yo) (X — Xp X,y

=ckllx—xoll +ce(lx—xoll + 11y = yol),

donde k = || g—i (x0, ¥0)ll. Haciendo 6 x més pequefio si es necesario, podemos suponer que c(k+€)dy < (1—

ce)dy. Asi, dado que g(xo, yo) = yo , se sigue que g(Bs, (xo) x Bs ,(y0)) < Bs,, (¥o)- Es mds, como || g—i(x, Nl =
a < 1, concluimos que g es una contraccién uniforme y, por lo tanto, existe una tnica funcién conti-
nua ¢ : Bs (xo) — B5y (yo) tal que @(x) = g(x,¢p(x)) para todo x. Obviamente, ¢(xp) = yo. Finalmente, la
regularidad de la funcién ¢(x) se desprende del Lema I en el Apéndice, de donde se deduce

0 “1(o
Dcp(x)=—(£(x,cp(x))) (6—];(x,<p(x))), Vx € Bs_(xo).
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Nos enfocamos ahora en presentar dos importantes teoremas del andlisis funcional que junto con el
teorema de la funcién implicita en espacios de Banach (Teorema 5) dardn paso a una estrategia para
dar respuesta a nuestra pregunta de investigacion P1 sobre la existencia de soluciones peridédicas para
la ecuacion (8).

En este punto es conveniente resaltar que una de las primeras consecuencias de la teoria de isomor-
fismos en espacios normados, nos dice que si E'y W espacios normados y L : E — W es un operador
lineal que satisface L(E) = W, entonces L es un homomorfismo sobreyectivo si, y solo si, L es una apli-
cacion abierta. Este importante resultado es directo cuando los espacios normados son en particular
espacios de Banach, dan cabida a lo que se conoce como el teorema de la aplicacién abierta o bien el
teorema de Banach-Schauder.

Teorema 6: Teorema de la aplicacion abierta. Sean E y W espacios de Banach y L: E — W un operador
lineal, continuo y sobreyectivo. Entonces L es una aplicacion abierta.

Como caso particular del Teorema 6 obtenemos

Corolario 1: Isomorfismo de espacios de Banach. Sean E y W espacios de Banachy L: E — W un opera-
dor lineal, continuo y biyectivo. Entonces L™' es continuo. Por lo tanto, L es un isomorfismo entre espacios
de Banach.

Finalmente, presentamos una versiéon adaptada de otro importante resultado del anélisis matematico
aplicado a sistemas de ecuaciones diferenciales con coeficientes periddicos.

Teorema 7: Alternativa de Fredholm. Considere el sistema lineal de ecuaciones
X=A)X+R®), (24)
con A(t) € My« m (C) y R(t) € R™ ambas funciones continuas y T -periddicas.

1. Sila ecuacién homogénea X = A(t) X no admite soluciones T -periédicas no triviales entonces existe
una tinica solucioén T -periddica de (24) para toda funcion R = R(t) € C(R,R™).

2. Silaecuacion homogénea admite soluciones T -periddicas no triviales entonces (24) admite solucio-
nes T-periddicas si y solo si

T
f <R(),Y(t)>dt=0,
0

para toda solucién T -periédica Y (t) de la ecuacion adjunta Y = —A*Y, en donde A* = AT es la
matriz adjunta de A y < -,- > denota el producto interno en R™.

Como el lector bien puede imaginar. Las demostraciones del Teorema 6 y el Teorema 7 requieren varias
lineas de texto. Puesto que el propésito fundamental de este documento no abarca el adentramos en
los detalles propios del andlisis matematico necesarios para tal fin, invitamos al lector interesado en
pruebas rigurosas consultar en [30].
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2-4. Meétodo de perturbacién. Miuiltiples escalas

Dada una ecuacién diferencial (o bien por ejemplo una ecuacién algebraica) la cual admita solucién,
en general es poco usual determinar una expresién analitica y exacta de la misma. Esta generalizada
dificultad da paso a lo que actualmente se conocen como los métodos de perturbacion. Un método de
perturbacién tiene como propdésito fundamental el determinar una aproximacion analitica de una solu-
cién a una ecuacion (diferencial, algebraica...) cuya expresion explicita no se tiene.

El conjunto de problemas donde los métodos de perturbacién son aplicables contempla una familia
de problemas uno-paramétricos 2, en donde el pardmetro satisface € < 1 y un problema inicial £, pa-
ra el cual se tiene una solucién conocida. La idea fundamental del método es construir soluciones para
2, las cudles resultan como “pequeiias correcciones” a la solucién conocida de 2%y. Su tinico objetivo es
calcular explicitamente dichas correcciones y asegurarse de que la primera correccién sea pequefia con
respecto a la solucién elegida 2%, y que la segunda correccién sea pequeiia con respecto la primera y asi
sucesivamente, siempre que € — 0.

2-4-1. Sucesiones asintéticas y series

Cuando se utilizan métodos de perturbacién, una de las tareas principales es analizar el comportamien-
to de funciones desconocidas f(e¢) cuando € — 0. Una forma de hacer esto, es comparar la funcién f'(e)
con una o varias funciones conocidas cuando € se aproxima a cero.

Definicion 1: “O”-grande, “0”-pequefia. Sea f(€) una funcién dependiente de €. Entonces

i)
fle)=0(g(e)) cuando €—0 siysolosi hm‘?ei
ii)
f@|_
- do €—0 losi i
fle)=o(gle) cuando e siysolosi  lim h|2e)-

Por lo tanto, f(e) = O(g(e€)) significa que f(€) y g(€) “tienen el mismo tamano” cuando € se aproxima a ce-
ro, mientras que f(€) = o(g(e)) significa que f(¢) es mucho mds pequefio que g(e) cuando € se aproxima
a cero.

Ejemplo 5. Los siguientes ejemplos ilustran las anteriores definiciones.

sen(e)
€

In(e)

-1

1. sen(e) = O(e) cuandoe — 0 siysolo si liné =1#0.
€—

=1lim

e—»O

2. In(e) = o(e™!) cuandoe — 0  siysolo si hrré

Definicién 2: Sucesion asintética. Diremos que una sucesion (6,(€))nen €S Una sucesion asintotica si
satisface la condicion
6n+1(€) = 0(5}’1(6))) €— 0)

para todo n € N.
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Las sucesiones (€™) ,en ¥ (sen(€)™) ,en son ejemplos de sucesion asintéticas.

Definicion 3: Expansion asinté6tica. Sea (6, (€)) nen URa sucesion asintética. Entonces, una serie formal

anén(e)»
n=1

es una expansion asintotica de la funcion f(e) cuando € se aproxima a cero si
N

fle)— Z an6n€)=0(n(€), siemprequee— 0.
n=1

De la definicién de expansién asintética se deduce que para N = 1 se cumple

o=l | L€~ YNl a,dn(e)
N e—0 5n (€) '

[e.e]
Si la serie formal Z and,(€), es una expansion asintética de f(e) cuando € — 0, se denota lo anterior en

n=1
o0

la forma f(e) ~ Z and,(€) sie — 0. Ademas, en la definicién de expansién asintética, no requiere que
n=1
f(€) sea derivable en € = 0 y mds atin, la expansién asintética de una funcién no es tinica y depende de

la sucesién asintética que se elige usar.
Ejemplo 6. Considere la funcion f(€) = sen(3¢) y las sucesiones asintoticas (€") pen y In(1 + €™)) nen

Se comprueba directamente que

ls

9, 8 , 3 ,o 11 5
sen(36)~36—5€ +Z€ +---, aligual que sen(3e)~3ln(1+e)+51n(1+e)—?ln(1+€)+~~.

2-4-2. Expansién asintética para soluciones ecuaciones diferenciales

Quizés la mejor forma de mostrar como acttia el método de perturbacién en la biisqueda de soluciones
aproximadas de ecuaciones diferenciales, sea por medio de un ejemplo en donde se muestre paso a paso
las ideas fundamentales del método y las dificultades que usualmente aparecen al aplicarlo.

Ejemplo 7. Sea ¢ <« 1 y considere el siguiente problema de valor inicial (nuestra familia de problemas
perturbados)
jtey+y=0, y0=1, y(0)=0, (Z.)

con y = y(t), t > 0. Note que la ecuacién diferencial representa la dindmica de un oscilador lineal con
pequerio amortiguamiento. El problema no perturbado (%), esta dado por

y+y=0, y0=1, y0)=0, ()
cuya solucion general estd dada por

Yo(t) = Agexplit} + Ay exp{—it},
= Agexp{it}+ (%),
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en donde z* denota el conjugado de z € C y z + (x) significa z+ z*. De las condiciones iniciales se deduce
que

1
Yo(2) = Eexp{it}+(*).

Ahora bien, queremos una solucion de (22;) a partir de la solucion yy(t). La solucién que buscamos ha de
ser una expansion de perturbacion para yy(t) en la forma

y(t,€) = yo() +ey1(B) + €% Yo (1) +---.

Como es usual, en este paso se sustituye lo anterior en (22;) y se obtiene

2
d
W(yo(t)+ey1(t)+~--)+ea(yo(t)+ey1(t)+-~)+(yo(t)+ey1(t)+~~) =0.

De igual forma se expanden las condiciones iniciales

Y0(0) +€y1(0) + €2y (0) +--- =1,
70(0) + €71 (0) + €7 (0) +--- = 0.

A partir de que aqui se tiene la siguiente secuencia de problemas de valor inicial
Jo+30=0, 1+ ==, Vot y2==y1,
YO(O):L yO(O):O) J/1(0):0» J71(0):0, yZ(O):Or yZ(O):O’

Usando métodos cldsicos de resolucion de ecuaciones diferenciales lineales, obtenemos que la expansién
de perturbacion de primer orden (orden O(€)) es

y(te) = %exp{it} +€i(—i —pexplit}+ ().

Ahora comparamos la solucion aproximada y(t,€) con la solucion explicita (que en este ejemplo particular
podemos calcular) de (27;) dada por

A* 1 1 1 1
Y () = )L*—AeXp{(_§€+i\/l_Z€2)t}’ con /1:—5€+l'\/1—162.

Se comprueba numéricamente que para pequerios valores de t, y(t,€) ~ y«(t), pero a medida que t aumen-

ta, y(t,€) pierde toda relacion con y, (t). El problema radica en que y, (t) = 1 (—i—t)explit}+ (%) contiene

un término que es proporcional a t. Asi que, a medida que t crece también lo hace y,(t) y cuando t ~ %
el segundo término en y(t,€) es tan grande como el primero, por lo que la primera correccién €y, tiene
el mismo tamaiio que la solucion yy del problema no perturbado, justamente lo que busca evitar el mé-
todo de perturbacién. Este problema emerge esencialmente por el hecho de que el dominio de la variable
independiente t es no acotado.

En el ejemplo 7 vemos que se han buscado expansiones de la forma
[&°]

fle,)~ 3 an(®ne), €—0,
n=1

endonde t € D <R con D un dominio no acotado. Con la dependencia de los coeficientes del pardmetro
t,la pérdida del orden las correccién en la expansion se hace posible en ciertas regiones del dominio D.
Estudiar esta situacion es el objetivo fundamental del método de multiples escalas.
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2-4-3. Meétodo de miiltiples escalas

Presentemos un poco mds en detalle el método de escalas multiples usando de nuevo como base el
ejemplo 7. Si para la funcién y, expandimos la raiz cuadrada con respecto a ¢, obtenemos

*

A=A

exp{(i—le—iez)t}+(*). (25)

)~
V(1) 5 3

Ahora bien, si tenemos una funcién h(e) derivable y de orden O(1) entonces la funcion g,(¢) := h(e"t)
satisface
gnt+T))—g®) =e"h(e"HT,=0(1) o T,~e "

Se expresa lo anterior diciendo que g, varia en una escala de tiempo Tj ~ €~". Si observamos la expre-
sion (25) se nota que la solucién aproximada (25) varia en tres escalas de tiempo

To=€¢, Ti=¢€ y To=€¢

Es claro que si se incluyen mds términos en la expansion de Taylor de y. () la aproximacién resultante
dependera de més escalas de tiempo. A partir de lo anterior, se postula la existencia de una funcién
h = h(ty, ti, t2,--+) ? que brinda una expansién de perturbacién de la forma

y(l’,e) = h(t(), t], tz’“.)ltn:b‘"t'

A partir de aqui, podemos escribir formalmente

a d
=04, +€0y +€70y, ++, W:E(aweatl+ezat2+---)=a§0+zea§Otl+62(a§1+2at0t2)+---, (1)

d
dt
y ademds, la funcidn h se escribe en la forma

h=ho+eh +€*hy+---.

Procedemos ahora con el método de escalas multiples al sustituir (1) y (1) en (2%) y obtener la ecuacién
formal

(02 +-+-)(ho+ehy+--)+€(0g ++--)(ho+€hy ++++) + hg+e€hy +-+- =0,
equivale a tener
0% ho+ho+€(05 hy+hy+207 , ho+0y,ho) +€°(0% ho+ha+20% , h1+207 , ho+07 ho+0y ho+0y,h1)+-+- =0,

lo que nos brinda la siguiente pirdmide de ecuaciones diferenciales lineales de perturbacién respecto a
cada orden de €

e’ 0% hg+hy=0,

€'t 0% hy+hi=—[20%, ho+04hol,

€ 0% ho+hy=—[20%; hy +20% , ho+07 ho+0y ho+0;, ],

2Aqui asumimos que k es una funcién suave, en donde las derivadas parciales de orden superior existen.
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En este punto se resalta una de las primeras reglas del método de multiples escalas, la cual es tener en
cuenta las condiciones iniciales en el tiempo inicial tan solo hasta el final de los célculos de cada uno de
los ordenes de aproximacion.
Ahora se resuelven cada una de las ecuaciones para cada orden O(e). Por lo tanto, para el orden €° tene-
mos la ecuacion

0% ho+ho =0.

Cuando se aplica el método de multiples escalas para ecuaciones diferenciales ordinarias, siempre se
calcula la ecuacién general de la ecuacién correspondiente al orden €°. En consecuencia

ho(to, t1, t2,++-) = Ao(t1, L2, ---) exp {ito} + (*).

Aqui se puede apreciar como hy depende de la escala de tiempo més rdpida fy, la dependencia de las
otras escalas mads lentas 11, f»,... es arbitraria en este punto, y se refleja en la constante de integracion
(funcién a calcular) Ay = Ag(#, 2, ). Calculada la funcién hy tenemos que la ecuacién correspondiente
al orden 1, queda en la forma

1
0% hy+ hy = —=2i(04, A1, 12,+++) + EAO(tly fp,-)) explito} + (%). (26)

Necesitamos una solucién particular para el oscilador linear en resonancia (26), por lo que directamente
podemos encontrar h (ty, t1, f2,-+) y obtener

1
h(f, t1, 2, ++) = =190, Ao (11, boy ) + EAo(l‘ly f,-+)) exp{ito}. (27)

Pero aqui se observa que h; es proporcional a fy y tenemos que la correccién del primer término ten-
drd el mismo tamafio cuando fy ~ €~!. Esto es justo lo que se debe evitar usando el método de escalas
multiples. Por lo tanto se impone la condicién

1
atlA() + EA() =0,
bajo la cual, la ecuacién (26) queda en la forma
6%0 hi+h; =0.

Términos en la ecuaciones de correccion que llevan a crecimientos lineales como en (27) se llaman tra-
dicionalmente términos seculares. Ahora, la segunda regla del método de muiltiples escalas, es descartar
las solucion general de las ecuaciones homogéneas correspondientes a todos los ordenes O(e") excepto
para el primer orden. En tal caso, para nuestro ejemplo llegamos a la conclusién h; = 0. Seguimos con el
proceso y obtenemos

i i
0% hy + hy = —2i(8,, A — 502 Ag— Eaﬁ Ag) exp lito} + (%), (28)

por lo tanto aparece un nuevo término secular el cual debemos anular. En consecuencia,

i i
8y, Ag— 502 Ao =501, A =0.
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De esta forma, se llega a la ecuacién 6%0 hy + hy = 0y por lo tanto de acuerdo al método de escalas multi-
ples se deduce h, = 0. Hemos obtenido asi que

h(ty, th, ta,--+) = Ag(ty, ta,---) explito} + (¥) + O(€>),

en donde
1 1
azlez—EAo, atlAOZ_EAO,
i i g i (29)
6;2A0256%1A0+§651A0. atzA():—ng.

La clave ahora es que el sistema (29) admite solucién dado el simple criterio de derivacién cruzada

2 _ A2 _ i
0%, Ao = 07,4, Ao = EAO.
Esto quiere decir que la funcién h existe al menos como una funcién de dos variables ¢, y f,. Para estar
seguros de que existe como funcién de més variables debemos ir a las ecuaciones de orden superior
0(€3),0(e*),---. En consecuencia, para la funcion amplitud A(t) = Ag(t1, 2, )|, —en, S€ puede deducir
la ecuacién de amplitud
. 1 2 i
A=—-€-A—-€"=A,
2 8

2

la cual es una ecuacion lineal facil de resolver y cuya solucion estd dada por A(f) = Cexp { (g - %) t} con

C una constante. En consecuencia,

e €
y(t,e) = Cexp (— -—+ z)t + ().
2 8

Es justo en este punto en donde se ajusta la constante C para satisfacer las condiciones iniciales del pro-
blema. En resumen, iniciamos con una ecuacién de segundo orden no lineal y terminamos analizando
una ecuacién de primer orden no lineal sobre una funcién compleja A(¢), de la cual podemos encon-
trar una solucién analitica. En general no siempre es posible tener una solucién analitica del problema
original, es aqui donde el método de escalas multiples es muy til.

Ejemplo 8. Considere la ecuacién de Mathieu
j+ (1 +5+e€ecos2t)y =0, (30)

donde (9, ¢, k) son pardmetros constantes, y la derivada se toma con respecto al tiempo ¢. Esta ecuacion
describe un oscilador lineal paramétricamente forzado donde la frecuencia es sinusoidal en el tiempo. El
equilibrio y = 0 es inestable cuando la frecuencia externa Q) = 2 del forzado paramétrico estd lo suficien-
temente cerca de la frecuencia de resonancia v/1+ 6 del oscilador no forzado (e = 0). Vamos a suponer
que e < 1yd =¢€6;,donde 6; = O(1) cuando € — 0. Consideremos una solucién de la forma

y(t,€) = h(to, t1, ta,-) +€hy(to, t1, ta, ) +€*halto, t1, ta, ) + -+,

de donde al proceder como en el ejemplo anterior se obtiene la pirdmide de ecuaciones diferenciales
respecto a cada orden de €. Con el fin de no extendernos en los cdlculos, vamos a estudiar la perturbacion
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asintotica de orden 1 (O(e))
e’: 87 ho+ho=0,

612 6%0h1+h1 :—[26%0t1h0+(61+C082t0)h0],

Por lo tanto, a partir de la ecuacién de orden 0(eY) se deduce
ho(to, 11) = A(f1) exp {ito} + (),
yla ecuacién para h; es ahora dada por
2 1 ) . | )
O +h = —EAexp{z?)to} - (210t1A+61A— EA )exp{zto} + (%),

con A = A(t). El término secular acompafia el término resonante exp {i p} y por lo tanto se debe anular.
En consecuencia 1
2i6t1A+51A—zA*=O. (31)

De aqui llegamos a la ecuacion

0% by +hy = —%Aexp{iSto},
cuya solucion la podemos expresar en la forma
hi(tg, 1) = i(sen to)z( — (A(1) + A* (1)) cos to + (A(r) — A* (1)) sen o).
Hemos obtenido entonces
y(t,€) = A(ty) exp i3 o} + (%) +€i(sen 10)?( = (A(f1) + A* (1)) cos to + (A(t;) — A* (1)) sen ty) + o(e),

en donde A(t;) satisface (31). Escribiendo A = u+ iv en términos de sus partes reales e imaginarias,
tenemos que la ecuaciéon de amplitud (que este caso queda un sistema de ecuaciones)

1 o
atlu: _(—+_1)V,
A (52)
1
0[1U= (?—Z)u

En consecuencia, las soluciones de (32) son de la forma
u(n) =crexp{pn}+crexp{-pn}, 1T
. . con p=—-1/—--0 T
v(t) =érexp{pn}+éexp{-pn} 2V 4
con c;, ¢, i = 1,2 constantes. Asi que, la solucién y(t,€) no es estable si p € R es decir,
equivale a tener

1-62>01lo que

1
[611<1/2 o 6< Elsl.

En caso contrario, la solucion y(t,€) es periodica. Las ideas presentadas para la ecuacion de Mathieu (30)
serdn utilizadas para las ecuacién (6) en el caso auténomo al considerar una pequeiia perturbacién de
los estados de equilibrio con vy = O(1), § = 0(?) yG= 0(d).



2-4 Método de perturbacion. Multiples escalas 35

2-4-4. Oscilaciones periddicas de signo constante en MEMS

A continuacién vamos a presentar algunos de resultados sobre la existencia y estabilidad de soluciones
periddicas de signo constante para actuadores tipo MEMS sin efectos de retraso (7 = 0). En particular,
vamos a considerar el actuador tipo Nathanson y el actuador tipo Comb-drive con o sin desplazamiento
(ver [11, 20, 22, 4, 27]). Con respecto a la existencia de soluciones periédicas en ecuaciones no lineales
tipo Liénard, una de las técnicas para el problema existencia (y en algunos casos especiales para la esta-
bilidad), es el método de stper y sub soluciones. Para una lectura mads rigurosa al respecto invitamos al
lector ver [6, 14]. Sean a, b € Ry considere una ecuacion diferencial tipo Liénard de la forma

X+ F(x, %)+ h(t,x) =0, (33)

con F :Ja,b[xR — R es una funcién derivable y h : Rx]a, b[— R es una funcién derivable en x y T-
periddica en t. Como el lector puede apreciar la ecuacién (6) es un caso especial de ecuaciones tipo

(33) con
_ABVE(N)x
(1-x2)2"’

presentando dos singularidades en —1 y 1. Debido a la segunda ley de Newton, las ecuaciones tipo Lié-

Fx,x)=yx, y h(t,x)=x—-u

nard (33) son frecuentemente utilizadas para analizar la dindmica de diversos dispositivos mecénicos y
en particular estudiar la existencia de posibles estados de equilibrio y posibles movimientos recurrentes:
Soluciones periédicas de periodo T > 0 también llamadas arménicas, soluciones periddicas de periodo
minimal nT,(n = 2) llamadas también sub-armoénicas, soluciones cuasi-periédicas, entre otras. Entre
todas ellas las més simples son las soluciones peridédicas de periodo T. En consecuencia, uno de los
problemas mads estudiados en la teoria de osciladores no lineales es el problema de contorno periédico

X+ F(x,x)+h(t,x)=0 } (34)

x(0) = x(T), x(0)=x(T)

para el cual es claro que toda solucién es una funcién T-periédica. Quizas uno de los métodos mas uti-
lizados para la btisqueda de soluciones de clase C?[0, T] del problema de contorno (34) es el conocido
método de super y sub-soluciones [6, 14], el cual permite en algunos casos determinar la estabilidad li-
neal de las soluciones peridédicas de (34). No daremos todos los detalles del método, pero a continuaciéon
presentamos el concepto de stiper y sub-solucion sobre el siguiente problema de contorno

1 i) =0
i+ f(t,x, %) } 35)

x(0) = x(T), x(0) =x(T)

en donde D < Rx]l;, lb[xR es un dominio con —co <} < b <ocoy f: D — R una funcién continua (o
diferenciable).

Definicién 4: Stper y sub-soluciones. Una funcién 6 € C>(10,T[) n C1 (10, T) es llamada una stiper-
solucién para el problema de contorno (35) relativa al dominio D si

1))
S+ f(t,6(1,6(1) <0, Vtelo, Tl
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II)
(0 ell, L, Vtelo,T[, y 8(0)=56(T), 6(0)<ds(T).

Una funcién { € C2(0, T N Cr0, T es llamada una sub-solucién para el problema de contorno (35)
relativa al dominio D si

)]
C+ f(t,00),((0)=0, Vtelo,TL

II)
(el LI, Ytelo,T[, y (0)={T), {0)={(T).

Las stiper y sub-soluciones estdn bien ordenadas si:
{(t)=6(r), Vtelo,TI.
En ese sentido, las sub y stiper soluciones estdn en orden inverso si:
o) =), Vrelo,TI.

Entre las stiper y sub-soluciones mds simples estdn claramente las funciones constantes. En tal caso, st-
per y sub-soluciones constantes 6(¢) = § y {(¢) = { para el problema de contorno (35) relativa al dominio
D si satisfacen respectivamente

f(t,6,00<0, y f(t,{,0)=0.

En [10, 15, 20, 4] los autores demuestran el existencia de soluciones periddicas de signo constante para
diversos actuadores tipo MEMS, entre ellos el actuador tipo Nathanson

X+yx+x 'sz(t) X €] 1[ (36)
=TT — 0G0, 1,
v (1-x)?
y el actuador tipo Comb-drive desplazado
sapirxous POy (37)
Y - (1 — x2)2 » » y

con u € [0,1]. Para las dos tltimas ecuaciones, la funcién V (t) satisface las misma condicién (7). Mas
aun, en [4] se extiende dicho resultado para osciladores tipo

F(1)

TX)’ (38)

i+cx)x+K(x) =

donde c¢(x), K y G son funciones continuas con G(x) # 0 para todo x en un subconjunto de 1/}, [y F
es una funcién periddica y continua en R. Este resultado incluye el actuador Atomic force microscopy
(AFM) cuya ecuaciéon de movimiento esta dada por

B, B,
Q+x)8 Q+x)2’

X+x=F)+ x€] —1,00], (39)

Y
+ [ —
(1+x)3
A continuacién presentamos en detalle los resultados de existencia y estabilidad de soluciones peri6di-
cas para el modelo de Nathanson (36) y el modelo de Comb-drive desplazado (39) establecidos en [4, 27].
Se define
Tpy={acLP©,1):ll (a—y*/4)4 Ir< K2p.)},
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con p € [1,00] y K(g) la mejor constante Sobolev que satisface en la desigualdad

Kllullf <lul?,  Yu=u()eHy(0,TI).

Teorema 8. Para el modelo de Nathanson (36) asuma las siguientes condiciones

s 0< V2

min

<VZ,  <4/27p.
» 1-2pV3(0) €T )y yy*/4+2BV2(1) <1 para todo t € [0, T] para algiin p € [1,00].
Entonces, la ecuacion (36) tiene exactamente dos soluciones T -periddicas y positivas, W, y ¥ tales que
O<m=sy1(N=<&=1/3<&=ya(f)<n, Viel0,T],
conn;, i, i =1,2 las respectivas soluciones de
X(1=2)%= fVinin, ¥ 21 =2 = BVinax,
en [0,1]. Mds aiin, Y, es asintoticamente estable y v es inestable. Adicionalmente, si

y_2<1—351
4 1-¢

’

entonces Y1 (t) es localmente exponencialmente asintéticamente estable con tasa de decaimiento expo-
nencialy/2.

Ahora, para el modelo de Comb-drive desplazado (37), para cada u € [0, 1] se definen

Omin 1= 4BV Omaxi=4PVase 0 =1 -c(w)Gs(w)* —4uc(u)-1).

min’ max’

en donde las cantidades ¢(u) y y(u) estdn dadas por

) y w(u):(u2+4u\/u2+4+8)1/3. (40)

¢(u) = LB u?3 +y(u) + u'?
4 v(u)

Lema 2. Considere la ecuacion (37) con u €]0, 1] fijo. Asuma que
0 < Imin < Imax < 9+ (W),

con 9, (u) dado en (40) y defina ¢(x, u) = (x — u)(1 — x?). Entonces, existen tres stiper-soluciones constan-
tesd;, 1 =0,1,2 que satisfacen

¢(60) u) = Hméx60; (yb(ﬁh u) = emin617 l = ]-r2;
y tres sub-soluciones¢ j, j =0,1,2 que satisfacen
¢(50, u) = 9min£0: (,b(fi! Ll) = Qméx‘fi’ i= ly 2.

Mds atin,
—1<€0$60<0, y 0<51£§1<c(u)<€2562<1.
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Teorema 9. Sea u € [0,1] fijo. Bajo los supuestos del Lema 2 y las condiciones

T\2 L-M VLT
M:=1- 9 <|= <y*:= mix ——cot|—]|. 41
min<(3) v r=y x| = (5 (41)

Entonces existen al menos tres soluciones T -periddicas no triviales p(t), W1(t) y W2 (t) de (37) tales que
So=pM =60, O1=P1®=& ¥y =920 <6y,
para todo t € [0, T]. Mds atin,
s Siu=0 entoncesy(t) =0y p(t) =—y2(t) para todo t € R.

= Bajo las condiciones (41) y para u < 1, las tinicas soluciones positivas, T -periddicas no triviales de
(37) sonr1 (1) y§r2(t) y la tinica solucion negativa, T -periédicas no trivial es p(t).

» Siy<y* yu<1 entonces p(t) yy» son inestables, mientras que si’y <min{y*,y**} con

sk J _
Yy =2 1 —9Omaxs' (1), S(x)_—(l—xz)z'
W1 (1) es localmente asintéticamente estable.

Observaciéon 1. Es importante resaltar que una consecuencia directa de las condiciones (41) es que el
sistema linealizado de (37) en 1 (t) dado por

0 1
X0 = 490 3up0*-u | X(D),
P1(0) (1-91(0)°)

no admite soluciones T -periddicas no triviales. (La misma conclusion se deduce W, (t) y po(t) parau < 1).
La demostracion de esta afirmacion se deduce de los resultados presentes en [8] y la monotonia de las
funciones d,g(t,x) y0>g(t,x) con
glt,x)=x—u- M
’ (1-x2)2"
en los conjuntos

Ey={(t,x,%)€[0,TIx]—1,0] xR: &y < x < by},
Ey ={(t,x,%) €[0, T]x]0,¢c(u)[xR: 67 = x < {1},

E, ={(t,x,%) € [0, TIx]¢(u), L[xR: ¢2 < x < 2}

En este trabajo, se demostrard que bajo condiciones adecuadas, en el modelo del Comb-drive despla-
zado y con retraso (8) existen de soluciones periédicas para T > 0. La misma demostracion puede ex-
tenderse a otro tipo de actuadores, como por ejemplo el AFM (39) bajo el efecto de un controlador
(ﬁ (1) = () + G(x; — %)) o en particular el actuador tipo Nathanson (36) y sus variantes (ver [19, 28]),
también bajo el efecto de un controlador (V()=V()+ G(x; — X)).



3. Resultados

En este capitulo se establecen y se demuestran los resultados matematicos del presente trabajo de grado
en relacion con la dindmica del actuador electrostético tipo peine (ver [27]) y bajo los efectos de contro-
lador realimentado

4BV (L, (x(1), % (1) x

X+yvx+x—u=
Y (1—x2)2

’ xe]_lyl[y ue[oyl[) (42)

en el cual
V(t,pX, %) =vo+0v(D)+X, %) vy @k, %) = G(E; — X).

Los parametros vy, 6, G y la funcién V() satisfacen las mismas condiciones presentadas en la intro-
duccién. Nuestro punto de partida serd un andlisis de la estabilidad local de las posibles soluciones de
equilibrio correspondientes al caso auténomo asociado. Entre otras cosas, se demostrard la existencia
de un tnico equilibrio localmente asintéticamente estable y se dard una cota explicita para los valores
del retraso T donde dicha propiedad cualitativa persiste. Estos resultados dardn respuesta a la pregunta
de investigacion P2. Seguidamente, respecto a la pregunta de investigacion P3, por medio del método
de multiples escalas, se demuestra la existencia de soluciones peridédicas para una pequena perturba-
cién de (42) cerca del equilibrio estable del caso auténomo. Posteriormente, se demuestra la existencia
y estabilidad de tres soluciones periédicas para (42) que emergen como continuaciéon local a partir del
caso 7 = 0, ddndose asi una respuesta a la pregunta de investigacién P1.

3-1. Efectos de un retraso temporal en el actuador Comb-drive
desplazado

Iniciamos nuestro anélisis de (42) considerando el caso § = 0, en cuyo caso tenemos la ecuacién aut6-

noma con retraso
4B(vo+ G(i; — %))x

(1-x?)?
Para cada u € [0, 1], se definen las siguientes cantidades

P+yi+x—u= , x€l-1,1], (43)

1/3 4/3 /
c(u):uT u2/3+1//(u)+%) con 1//(u)=(uz+4 u2+4+8)13.

junto con
9. (u) = (1 - (W) (-5¢(w? +4uc(u) +1).

Proposicion 1. Para cada u € [0, 1] fijo, suponga que 0 < vy < 82%‘) con 9. (u) definido anteriormente.

La ecuacion diferencial (43) admite dos equilibrios X1, X, en0,1[ con el orden0 < %1 < 2Qu—vV4u?+5)/5<

N L , g A . . -43+3ui’+u

X2 < 1. Mds aun, sit = 0 el equilibrio X es inestable, por otro lado si se cumple que0 <y <2,/ W
11741

el equilibrio X, es localmente asintdticamente estable.
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Demostracion. Enlaprimera parte de la demostracion, seguimos las ideas presentes en (ver [22, 27]). Un
célculo directo muestra que los equilibrios x(#) = x, V¢ € R de (43) satisfacen la ecuacién uno-paramétrica

Gl w)-9x=0, ¢x,u)=(x-wl-x3% 9=4pv5, 9>0. (44)

Nos interesa determinar un intervalo abierto de pardmetros el cual garantice la existencia de al menos
dos soluciones de equilibrios de (43) en ]0,1[. Por lo tanto, debemos analizar los posibles puntos de
bifurcacién asociados a (44). Esto es, analizamos el sistema

O(x, 1) :ﬁx} (x—u)(1 - x?)? :19x}
<>

(45)
0xp(x,u) =1 1-x)(-5x°+4ux+1) =19

El sistema (45) nos deja la ecuacién (1 — x?)(4 x> — 3 ux? — u) = 0, la cual tiene soluciones en x = +1 y las

raices del polinomio w(x) =4 x> - 3ux? — u, el cual tiene una raiz real positiva 0 < ¢ (u) < 1 dada por

1/3 4/3 1/3
c(u)=uT(u2’3+w(u)+ )), con w(u):(u2+4 u2+4+8) .

y(u
De la segunda ecuacién en (45), el pardmetro 9. es determinado por

9.(w) = (1 - ¢ (-5¢(w? +4uc(u) +1). (46)

En este punto, nos interesa determinar los extremos relativos asociados a ¢(x, u). Por lo que estudiamos
las derivadas

0p(x,u)=(1 X)) (-5x°+4ux+1) V  Oxx(x, 1) =20x>-12ux®*-12x+4u.

Resolviendo 0,¢(x, u) = 0 obtenemos x = +1y x = ¢, («) dadas por

&) = (2u+ v4u2+5)/5,
&) = (2u—\/4u2 +5)/5.

Dado que 0, (&4 (1), u) < 0y Oxxp(E—(u), u) > 0 entonces ¢(&+ (1), u) es un maximo local de ¢(x, u)
en [0,1] y ¢({—(u), u) es un minimo local de ¢(x,u) en [-1,0]. En la siguiente figura se visualizan dos
posibles casos. Del Lema 3.1 en [27] para 0 < 9 < 9., la ecuacién (44) admite tres raices (lo que equivale a
decir que (43) admite tres soluciones de equilibrio) Xy, X; y X2 que satisface el orden

Xo<é_<0<i<c<éy<i<l.

F =
P
- -
- -
-
- I - - —
- - -
- ol -
z - -
>_ - o ”’—‘
—~ = —~ -
0 ﬂz _____ < 0 i
— __L—— ’,’ <H ey
oS L=~ - =) -
) Doz = 5T e _ - - 3~
= T . - _-
T .l - i L
. < Voz_ -
- ] -
P T L .
- -
L . 5
e T
o L L L L L L L L L L L L L L L
s o o o s
T X

Figura 6. Gréfica de ¢(x,u) = (x — u)(1 - x%)2. En la izquierda observamos el caso u = 0.15 en el cual
tenemos 9, = 0.4431, {, = 0.5112y¢_ = —0.3912. A la derecha el caso u = 0.45 el cual nos deja
con 9, = 0.1040, {4 =0.6621 yé_ = —0.3021.
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En el caso 7 =0, la ecuacién linealizada asociada a cada equilibrio %(¢) = %;, i = 1,2 esta dada por

9(1+3%7 () 1,
- = = *
(1_212)2 ) l ) ) ( )

o o eviali
)y < y”“( (1-2w)

J7+YJ"+(

un célculo directo muestra que los valores propios p ;'., j =1,2 asociados a (x) estdn dados por

91 +3fcl?(u)))

i =1,2.
a-2wg )

201, =y |2 -4(1-
En este punto cabe mencionar que se puede comprobar directamente que la funcién f(x,9) = 9—-¢(x, u),
presenta una bifurcacion tipo Fold en (¢(u),9+) (ver Apéndice) Por lo tanto, dado que %) < ¢(u) < X2 se
deduce que

= En X, se verifica
Oxp(i, W) =0 (1 +3%5 ()

-2 = a-2Zw?
Por lo tanto p%yz € Rcon sgn(p!) = —sgn(p?) concluyéndose asi que % es un equilibrio inestable.

= En X; se verifica
0:pf1, W) -0 _ 9(1 +35F (1)) o

-2 1-2Zw?

Por lo tanto, bajo la condicién

—4fcf+3ufc%+u

& (1-5)

O<y<2 ,
se deduce directamente que pi , € C con Re(pi ,) = =Y <0. En consecuencia, X; es un equilibrio
localmente asint6ticamente estable.

g

Siguiendo las mismas ideas presentes en la demostraciéon de la Proposicién 1 se sigue directamente el
siguiente resultado.

Corolario 2. Considere el actuador electrostdtico tipo Comb-drive desplazado

4pvix

Ftyi+x—u=——,
4 (1—x2)?

con0 <y < ’92‘1—%’) 1 yu € [0,1[. Entonces existen exactamente dos soluciones de equilibrio X1 (u), X2 (u) €

10,1[ con 0 < &1 < Qu+ V4u®+5)/5 < % < 1. Mds atin, X,(u) es un equilibrio tipo silla y %1 (u) es un
equilibrio tipo centro cuyo periodo minimo de oscilacion (periodo del problema linealizado asociado)
esta dado por

g =2nld, con & =1

4BVE(1+3%2(w)
Q-22w)

9 (u)
46

INote que para el actuador tipo peine (47) el voltaje pull-in, es justamente v pull =
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Este valor serd un valor de referencia para un hipotético intervalo de valores positivos del delay donde la
estabilidad del equilibrio persista, incluso existan posibles soluciones periédicas del dispositivo cuando
el voltaje sea una funcién peridédica. Por lo tanto, el siguiente resultado nos brinda condiciones para
garantizar la estabilidad del equilibrio (%1, 0) del sistema (49) para valores de T > 0.

Nuestra atencién ahora se enfoca en extender los resultados de la Proposicion 1, para valores no cero del
retraso (r > 0). Con este propdsito en mente, hacemos el siguiente cambio de variables

Z1=X, 22=X = z1;(0)=x(t—-1), 22:(t)=x(t—71). (48)
En consecuencia, la ecuacién (43) queda en la forma
Zl =22

. 4P+ Gz — 22)) %21 . (49)
22 = (I—Z%)Z —YZ2—z1tU

Note que (49) es un sistema auténomo no lineal y con retraso de la forma

. 22
Z=F(Z,7Z;), con F(Z,Z;)=| 4pwy+Glzs,-2)) 2

(1-2%)?

Yz —z1+ul’

en donde Z = (z1,22)!", y Z; = (211, 227)". Como bien se ha dicho antes, cuando un actuador electros-
tatico se encuentra en presencia del controlador, los dos pardmetros claves que entran en escena para
analizar la dindmica del electrodo mévil son justamente la ganancia Gy el delay 7. El siguiente resultado
nos brinda un cota explicita para los valores del retraso T en donde la estabilidad asintética del equilibrio
Z. = (X1,0) de (49) persiste para 7 > 0.

Teorema 10. Sea Z. = (%1,0) el punto de equilibrio del sistema (49) con X, dado en la Proposicién 1. Se
define

AR - uft-u 2(%1-u)G a+y?+1-+/(a®? +y2 +1)2 - 4a?
1 1 Y a’+y a
azl—, g=—""—" Yy x=- .

- =2
%1 (1-2%) vy 2a
Entonces Z, = (%1,0) es un punto de equilibrio localmente asintéticamente estable para todo 0 < 7 < T

- Vlal
o= .
gimax {1,154} (max{1, |al + |y + g} +|gl)

con
(50)

Demostracion. De la Proposicion 1 es claro que (%;,0) es un equilibrio de (49). Por lo tanto, el sistema
linealizado de (49) asociado a (X1,0), el cual esta dado por

Y =DzF(%,0)Y + Dz F(%1,0)Y;. (51)
Un célculo directo muestra que
0 1 0 0
D;F(%;,0) = 4%3-3ufi-u . 8GBuk y DZTF(JACLO) = 0 8GPurt |-
% (1-17) (1-12)° (1-%,2)°
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Por lo tanto, (51) es un sistema lineal con retraso de la forma (ver marco tedrico 2 en la seccion 2-2-2)
dado por

) 0 1 0 0
Y=AY+BY;, con A=|4%-3uxl-u  8GPwh y B= (0 BGﬁvofcl).
% (1-37) Y (1-12)° (1-%2)°

Escribimos las matrices Ay B en la forma
0 1 0 0

y B= .
a -rY-§& 0 g

7 =(A+B)Z,

A=

De la Proposicién 1 la solucién trivial de

es asintéticamente estable. Ahora, definamos la matriz C = (¢; j)1<i,j<2 con

1
’ Cl2=0C1=—"),
) y 12 21 2a

l—a

(yz—a(l—a))

Cl1=0C1,2 , C22= 612(

Afirmamos que a <0, en efecto

4% -3uif-u __( 19(1+35c§(u)))

TR S a-2w)y

Un célculo directo muestra que c¢;; > 0y detC > 0. Por lo tanto, por el criterio de Sylvester la matriz C
real y simétrica es definida positiva. Mds atn, C satisface la ecuacién matricial

(A+B)TC+C(A+B) =
C11 —YCi2+ acy 2(c12 —yc22)

2acy C11—YyCi2+ asz) _ ]
=—1I.

Las condiciones anteriores corresponden precisamente a las hip6tesis del Teorema (II) de la seccién del
Apéndice (I-II). En consecuencia, la solucion trivial de (51) es asint6ticamente estable para todo 0 < 7 <
To con
-1 1/2

7o = (2(1A1+ IBINICBI)  (1min(©)/ xmax(©)
en donde ymn(C) v ¥max(C) respectivamente denotan el valor propio més pequefio y el valor propio més
grande de C. Considerando la normal matricial || P||eo = méx{lpul +Ip12l, Ip21l + |p22|} para una matriz
real p = (p; j)1<i,j<2, Se comprueba directamente que

| Alloo = méx{1,lal + |y + gl}, I1Blloo = g,
||CB||oo:ﬂmax{1, “}, toin(©) __ @ +y? 1= (@ P v 1P —4a
2|al Xmax(C) 2a

En conclusién, el punto de equilibrio Z, = (%;,0) de (49) es localmente asint6ticamente estable para
todo 0 = 7 < 7 con 79 dado por (12). Esto completa la demostracién.
O
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En este punto es conveniente recordar el comentario posterior al Corolario 2, en el donde se menciona
que si el actuador (43) opera sin fuerza de amortiguamiento y sin controlador, el equilibrio (%;,0) es un
equilibrio tipo centro con periodo minimo 9~ = 27/®. A diferencia del Teorema 10 el siguiente resultado
presenta otra estrategia para garantizar la estabilidad del equilibrio (%;,0) en termino de los pardmetros
GeRyTEeR".

Teoremall. Seate . ¥ < [O,FJA~ 1y Z« = (%1,0) el punto de equilibrio de (49) con X, dado en la Proposicién

, —43+3ui’+u .. ..
1, ademds 0 <y <2,/ x‘(l—x; Para cadat € %, seax = «(t) la solucion de la ecuacion
14

( _ysen(x1) )_ -4} +3uRi+u
%1 (1-%3)

’

1 —-cos(xT1)
en el dominio {(t,x) : 0 < x7 < 2x}. Si la ganancia del controlador satisface la condicion

n y( -2

G>—, con n=
1 - cos(xT) n 8P vy Xy

entonces Z, = (%1,0) es un punto de equilibrio localmente asintéticamente estable del sistema (49). Mds
atn, el minimo valor de G donde se garantiza estabilidad asintética es Gmin = —1/2.

Demostracion. Consideremos de nuevo el sistema linealizado de (49) asociado a (%1,0) dado por (51).
Sabemos bien que la bisqueda de soluciones de tipo Y (1) = e*Y, con A e Cy Y = (v1,v2)"", v; € C,
invoca el estudio de la ecuacion caracteristica

detAM—A—eMB) =0,

la cual para el caso de un sistema lineal con retraso en el plano, sabemos que se puede expresar en forma
extendida como
A2—(trAA+detA+e > detB+e "M (C-AtrB) =0,

en donde
0 0 0 1
C=det(a'|b’) +det(b'la®) con (a'|b)=|as-3usi-u sGpun | v Bla)=|, _ _8GBwx |.
& (1-%) (1-%2)° Y (1-32)°
La ecuacioén caracteristica queda de la forma
P+(y+rai(l-e*))A+az =0, (52)
con
8G By -4} +3u+u
a) = —AQ_Z Ao = = ) =w".
(1-%2) 1 (1-%3)

Seadl=A;+Azi,conA;eER, s=1,2.

A% =A% = A5+ 20 Ao,

e MA=eM(cos (A7) Ay +sen (A1) A) + e M7 (cos (A T) Az —sen (Ao 1) A1)
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De la ecuacidn caracteristica se deduce el siguiente sistema de ecuaciones en R.

/1% - /1% +yM+aid +az— ale_’m(cos (A1) +sen(A21)A2) =0,

(53)
21 A2 + A2 + a1 —are M7 (cos (A27) A2 —sen (A27) A1) = 0.

Recordar que nuestro objetivo es determinar condiciones donde la solucién de equilibrio (%;,0) continte
siendo localmente asint6ticamente estable para valores positivos del delay. Por lo tanto, queremos que
las soluciones Y (#) sean acotadas y que su modulo tienda a cero, en tal caso buscamos que se verifique la
condicién A <0.Sea 0 < A,, y considere la segunda ecuacion en (53) la cual bajo el supuesto la podemos
escribir en la forma

2h + 7+ a1(1 —e M cos (/121)) + %e"m sen(A,7)A; =0.
2

Dado que
MsS0 o al(l—e_’llrcos(ﬂtgr))§a1(1—cos(lzr)),

se sigue directamente

a
0=2A; +y+ai(1—e M cos (A7) + )L—le_]“’
2

sen(A,1)1 Sy+ai(l—cos(A21)) < A1 S0.
Por lo tanto, analizando el caso limite 1, = 0 podemos determinar una region abierta % de pardmetros
criticos, cuya frontera esta dada por el sistema de ecuaciones (derivado de (53))

A2(A2 + a1 sen(A27)) = az,

A2y + a1(1—cos (A27)) =0.

Claramente, si 1, = 0 entonces @ = 0 lo cual es una contradiccién. De manera que, para A, # 0, llegamos

alarelacion . .
y+ai(l-cos(127)) =0, & 7y+ %(I—COS(AZTH =0.
1-%

Considerando el dominio I' = {(T, A2):0< AT < Zn} para cada valor del delay 7 > 0 fijo, encontramos el
valor de la frecuencia A, = 1,(t) por medio de la ecuacién

= = (2)2 . (54)
%1 (1-2%)

ysen (Aa1) —4fcf+3ufcf+u
As (/12 - )
1-cos(A,7)

Un célculo directo muestra que la funcién f :10,2n/7[— R, 12 — f(12) dada por

f(AZ) :/12 (AZ_M)»

1-cos(A27)

es monotona creciente y f (A1) — +oo si A2 — 27/7. Por lo tanto, para cada 7 la ecuacién (54) determina
un dnico Ay = A2(7) que satisface f(1y) = %A partir de lo anterior, para cada vy, B, y vp fijos, se verifica
entonces que A; <0 siempre que (G, 7) se encuentre en el dominio

n } _ya-xp?

R=:0GT1):G=Z ——""— = ,
{( R 1-cos(A27) n 8P vy X1
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La frontera de Z es la grafica de la funcién

N

G:10,2zn[—-R°, Gm)=————,
1—cos(m)

la cual satisface
Iim G(m) = lim G(m) = —oo,
m—0 m—2mn

y ademads tiene un valor maximo de —7/2 en m = . En efecto, se calculan las derivadas

) sen (m) "
G (m)= G'(m)=-

2
_ n( +COS(m))CSC4(ﬂ),
(cos (m) — 1)? 4

2

y se deduce que G'(m) =0 si m = . Puesto que G'(m) = —-1n/4 < 0 entonces G(r) = —7n/2 es un maximo
local. Esto completa la demostracion.
O

Observaciéon 2. Bajo las condiciones del Teorema 11 si la ganancia del controlador satisface la condicién

y(-x
16,61)0)21

2)2
G+1/2>0, o G+ 1

el equilibrio (X,0) es localmente asintdticamente estable para todo T € ¥ < [0,?/2' 1. En particular para
T =1/b se tiene

sen (™2 Ay sen (22
/12(/12— ysen( ;;)/12) )26)2, © Aﬁ—d)z:—y 2 (nj{)z ),
1—cos(*52) 1-cos (%2)

cuya unica solucion es A, = @. Por lo tanto, de la primera ecuacion en (53) A, satisface

ﬁ+l)

2/11+Y+a1(1_e_%/11):0, < 1—9_%”/11=—(a a’’
1 1

ecuacion que admite una tinica soluciéon A} < 0. En consecuencia, las soluciones Y (t) de (51) serian de la
forma
Y*() =Mty con Y = (vy,u2)", v €C.

Observaciéon 3: Extension de resultados a otros modelos tipo MEMS. En particular consideramos la
ecuacién de movimiento para el electrodo moévil del actuador electrostdtico tipo Nathanson basado en
grafeno (ver [19, 28]), dada por

BV2(t, (%, 1))

(1—x)2 ’ xE] _OO,].[, (55)

X+yx+x(Q-Llx]) =
en donde{ e R* 2, V(t,p(x, %) = vo+0v(8) + (X, ;) y (X, %) = G(&; — X). Considerando el caso 6 =0
de (55) y bajo el cambio de variable (48) expresamos (55) como un sistema de ecuaciones de primer orden
con retraso en la forma

21=2

. B+ Glzar — 22))? (56)
Z2 = (1-2,)2 —yz2—z21(1 = Clz1l)

2Note que en el caso { = 0, recuperamos el actuador tipo Nathanson (36).
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En [19] se demuestra la existencia de exactamente tres soluciones de equilibro (%;,0),1 =0,1,2 para (56) en
donde en donde %;, i = 0,1, 2 son soluciones de la ecuacién uno-paramétrica

Pr(x)=9=0, con P(x)=x1-IxNA-x)% O=puj, (57)

siempre que 9 < Ky, con

L 1 si 0<(=1,
Hr= max ¢y(x) >0, endonde S;=
x€]0,S¢ [ 1/¢ si {>1.

Mas aun, %;,1=0,1,2 satisfacen

1 ~
)”coe]—oo,—z[, $1€]0,C| y X%€]|C,S| endonde Hp=¢(Cp), Crel0,S].

K
9557
7168
4778 = = = = = = = = | = =f= = o

2389

br(x)

-2389F

-4778

-7168

-9557

11947

-60 -36.79 0 Cr 60
X

Figura 7. Gréfico de (f)( (x) =x(1—|x])(1 — x)? en el caso { =2.0294-1072 con x € [—73.5828,74.2494].

De otro lado, definiendo la funcién

$¢(x)

h:l—-00,1[- R, x— h(x)= -2’

la ecuacion linealizada asociada a cada equilibrio (%;,0), i = 1,2 (expresada como una ecuacion de segun-
do orden) esta dada por

(1= %)y (xi) +27
(1-x)3
Cdlculos directos mugstmn que c[)é (x) >0 en ]0,C¢[. en particular, para el equilibrio (X1,0) con X, €]0, C¢|

los valores propios ﬁ;., j =1,2 asociados a (x*) dados por

3 (1— X)) ¢ (%;) + 270
2p1, = —yi\/y2—4( 1= )'

J+yy+h'(xpy=0, o y+w+( )y:O, i=0,1,2. (% %)

Por lo tanto, bajo la condicion

(1 - %)y (%) +2D
0<y<2\/ 1= 5)° )
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se deduce que ﬁ} , € C yademds Re(ﬁ} ,) = =y <0, por lo tanto (X1, 0) es un equilibrio localmente asintoti-
camente estable (tipo foco atractor). Al igual que en el actuador tipo Peine, se comprueba que para el caso
T > 0 el sistema linealizado en el equilibrio (%,,0) es

V=AY + By i=| ) 1 ) B (0 y
= +BY;, con = oa 2GBvy | Y = 2GPuw |-
—HG) -y- 5% 0 o2

Ademds, cuando el actuador (55) opere sin fuerza de amortiguamiento y sin controlador, el equilibrio
(X1,0) es de tipo centro con periodo minimo I =2nld, con @ = K (x1).

A partir de aqui, y siguiendo las mismas ideas presentes para el actuador tipo peine (43) se obtienen los
siguientes resultados.

Teorema 12. Sea Z, = (1,0) el punto de equilibrio del sistema (56) con0 < X1 < C. Se definen las matrices
- {0 1 - [0 0
A= _ _| y B= 1,
a -Y—§ 0 g

_ R . 20-%)G A +yi+1-\/(@+y>+1)2-4a2
a=-h'(x), g=v—01, X=- 14 \/2(2 Y )

siendo en este caso

Entonces Z, = (%1,0) es un punto de equilibrio localmente asintéticamente estable para todo 0 < 7 < T

Vxlal
1-a

glmax{1, =2} (max {112+ 1y + g1} +131)

con

To=

Sin entrar en detalles, podemos afirmar que la versién equivalente del Teorema 11 para el modelo de
Nathanson basado en grafeno (55) en el caso 6 = 0, afirma que para cada vy, 8 y vy fijos, el equilibrio
(X1,0) es localmente asint6ticamente estable si G y T se encuentra en la regiéon

]

R = {(G,r) Gz————,
1-cos(A7)

re[o,fﬁ},

en donde ¥ = ¥ (7) se determina por medio de la ecuacién

)

1?(1?— ysen(kT) )_ (1— %) ¢ (%) +2pV3
1-cos(kt)) (1-x)3

cuya la frontera de % es la grafica de la funcién

I Uj . __y(1-%)?
G:0,2n/0[—R”, G@)=—-—7""T"7"—, d =
10,22/l ™ 1—-cos(A271) SIendo 1 2Bvg
Sila ganancia del controlador satisface la condicién
1— %2
G+1/2>0, < G+u >0,
4Py

el equilibrio (%;,0) es localmente asint6ticamente estable para todo 7 <]0,J [. En particular parat = n/®
se tiene ¥ = @. Esto completa nuestra observacion.
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3-1-1. Meétodo de miiltiples escalas para el actuador tipo peine

A partir de los resultados de la seccién 1-2-2 sobre el actuador tipo peine, en esta seccién nos dispone-
mos a estudiar analiticamente la dindmica del oscilador tipo peine cerca del equilibrio (X; (), 0) determi-
nado por la Proposicién 1y en particular asumiendo pequefias perturbaciones del modelo conservativo
dado en el Corolario 2. De forma mds precisa, supondremos que el actuador (47) se modifica por medio
de una pequefia fuerza de amortiguamiento y que ademads opera en presencia de una pequefia fuente de
fuente de voltaje periddica y un controlador realimentado con pequefia ganancia G. Nuestro andlisis se
basa en el técnica de perturbacién conocida como el método de multiples escalas (ver [25]), siguiendo
el procedimiento estdndar presente en la secciéon 2-4-2. En particular el lector puede encontrar la idea
fundamental en el ejemplo 30 y en [25].

Sea x(t) cualquier solucién de (42) con condiciones iniciales cerca de (%;,0), con X; = X;(u). Conside-
re la funcién y(t, u) = x(t, u) — X1 (1). Note que y = y(¢) satisface la ecuacién

4By + )P ()

i+yy+y+x1—u= .
yryyty+tx-u -+ D2

+ %
Expandiendo el término no lineal #122 en y =0 obtenemos
1-(y+x1)9)
ytth & (1+3%)y  6u(1+5)y” ( LI )ys+... (58)
A-(y+i5)? Q-3 1-3H)3 1-23* A+x)5  (1-i)°
De igual forma, para la funcién S?(¢) se tiene
S2(8) = (Vg +6v(8) + G(Jr — 1))? = U3 + 26 v () + 200G (Jy — J) + -+ (59)
En adelante, para € > 0 y pequefio, se asume que y = O(e) y que ademds se cumple
i) Lafuente de voltaje directa satisface vy = O(1)
ii) Para la fuente de voltaje variable d v(f) se supone que 6 = 0(ed)
iii) La ganancia del controlador realimentado satisface G = O(¢?).
Por lo tanto,
% (1+33%)y 6% (1+%2))? 1
Liyl = 4B v2 + 2voG(jr — p)e? + 28 vou(H)e® + - -- ad 1 1 4
(1= 4B(vf +200G (7 - 1) o (1) )((1_)2%)2 T s (a5 )
4PviR1  APUS(L+3%Dy  24Priti(1+32)y? 1 1 5
= v =2 + ) ( 5 T - 5)3/ +
(1-22)? (1-1%)3 (1-x54 1+x1)»° A-%1)

8uof1G(r =) o, 86X V(1) 3
(1-22)4 (1-32)2
en donde L[y] = j+yy+ y+ X — u. De esta forma, re-escalando el coeficiente de amortiguamiento,
agrupando términos y considerando términos hasta de orden tres se tiene finalmente

.. SIBU()G)AQ . 8,5U0GJA61 .
2 2
+e€ + -
7+e(ro (1—25)2” TRETRA
(1_4/3v§(1+35cf)) _ 24Bug(1+ 3D 2_( 1,1 )3_8,3v(2)6121v(t)3
(1-%%)3 (1- ) A+%)5  (1-21)° (1- 132
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Bajo la notacién

¢ Y+8ﬁvoncl 8BvGx1 -4 +3ul+u
= _— = w =
~2 b ~2 i ~ )
(1-xp)? 1-ip? i (1-%) (60)
R 2421+ )% 1 1 8561
(1-%7) 1+Xx1)> (I-x1) (1-x7)

tenemos la familia de ecuaciones
J+eX(Ey+gin) +@%y + 0ry* +@3y® = av(e’.

A continuacién consideramos frecuencias de oscilacion cercanas a la frecuencia natural @. Por lo tanto,
. 2 . 1 _
siv(t) = v(7 t) con v(s) una funcién 2z-periédica con v = 0, suponemos que 27/ T = @ + ezp en donde

p se conoce como pardmetro de no sintonizacién. Al sustituir lo anterior en (22.) obtenemos

J+eX(Ey+gin) +@%y+ @y + @3y = av((@ +€*p) De’. ()

Método de miiltiples escalas sobre el actuador tipo peine
Suponemos que las soluciones de (%) son de la forma
[e.°]
y(t,e)=Y €ysto,f1,1), endonde fy=t H=€t, y =€t ()
s=1
Siguiendo los pasos de la Seccién 2-4-2 y en [25] se asume que el término de delay y;(¢) es de la forma

o0

yi(t,€) =) € ys(lor, fir f27), endonde for=1lo—7, iy =h—€T, § byr=0h —€T,
s=1
expresion la cudl para eT pequefio, t; ; = 11 y €27 pequeno, & ; = t, se tiene
& 2 3
ye(8,6) =Y € Ps(tor, tr, 12) — €710, Y1 (for) B 7, B2,0) — €270, 1 (To7) T17) B2,0) + o
s=1
A continuacién, usando la regla de la cadena se tiene directamente
. d :
y(te) = d—J; = {(ato +€0y, +626[2 +--~)y} Itj:m, j=12,3.
A partir de aqui, podemos escribir formalmente
d 2 > _d 2 2 2 2(A2
e Oy +€0s +€0p+++, i E(ato +€0y, +€0y,+++) =07 +2€0y , +€°(07, +204,) +---, (1)
Procedemos ahora con el método de escalas multiples al sustituir (1) y (1) en (£7;) y obtener la ecuacién
formal
2 2 .
(07, +---)(ey1(to, 11, 1) + -+ ) +€°(E@s, +- ) €Y1 (to, 11, L) + ) + 8@gy + -+ ) (Y € Ps(to,0, 11, 12) —..)) +
s=1

&% (eyy (Lo, t1, b2) ++-) + @2y (Lo, 11, B2) + ) + D3(ey) (Lo, t1, B2) ++--)° = av(@ty + pta)e’.
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Lo que nos brinda la siguiente pirdmide de ecuaciones diferenciales lineales de perturbacién respecto al

ordendee
€: 6%{)y1+d)2y1 =0,
2. R+’ =—[20 +@27]
€°: Y2t W7 Y2 Y1 TW2)7],
e a§0y3 +(I)2y3 =—[204 1, y2 + 204,11 +6%y1 +801,y1 +D2y1Y2 + 804, J1,1 +d)3y? —av(wty+p)l,
e 0%0y4+d)2y4=—[26%0,t1y3 +26%0,t2y2+'“],

Estudiamos ahora el sistema de ecuaciones correspondientes a los 6rdenes O(1), O(2) y O(3). Por lo tanto,
para el orden € tenemos la ecuacién

0% y1+@°y1 =0,

cuya solucion general esta dada por

n(to, 1, L) = K (11, ) exp{idto} + £ * (11, L) exp {—id o}, 61)
=X (11, ) exp{id fo} + (*),

en donde £ € C con |.%#| el médulo de y;. Ademads, z* denota el conjugado de z € Cy z+ (%) significa
z+ z*. Sustituyendo (61) en la ecuacién correspondiente al orden €2 se obtiene

5%(,}’2 +@%ys = —[204n 1 + @23,

2 2 (62)
=—[2i@w0 X expliwty} + W (A “exp{i2dfo} + | A7) + ()]

Dado que el término £ = % (#, fz) solo depende de las escalas de tiempo £; y £, la (62) es la ecuacién
de movimiento de un oscilador armoénico el resonancia. Por lo tanto, con el fin de evitar términos de
crecimiento de la forma 7y exp {i®ty} se impone la condicién (se anula el término secular)

0y K (1, 1)=0, = X =X(1). (Co)

Como una consecuencia directa de la condicién (Cy) es que la funcién y; no depende de ;. Por lo tanto
y1 = y1(%, 12) con
¥1(to, £2) = A (t2) explidtp} + (*).

Ademas, un cdlculo directo muestra que la solucién particular de (62) esta dada por

2(?)2%(&)(%(1’2) cos(2ty) —-31* (tz))

. 30?2 63)

3"’@22 (H2 () expizoty) — 317 (1)) + ().

Yo(to, t2) =

Ahora pasamos a la ecuacién diferencial correspondiente al orden €2 sustituyendo (61) y (63) respectiva-
mente

0% y3+ 0%y =—[204,1, )1 +E0r, Y1 + D2)1 Y2+ 801 J1,x + D3Ys — av(Dlo + p1)]. (64)
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El término a la derecha en la ecuacién (64) explicitamente esta dado por
A2
o
—[2i®0,, H explidto} +EidH explidto} + 3—22 (A3 expli3dte} — 5K | > explidte} )+
w

igdy1,r +O3(H (1) exp (i30 1o} + 3K | H |* explidto}) — av(@ty + pt2)] + (*).
En este punto es conveniente escribir la serie de Fourier de la funcién v(s) en su forma compleja
o) b4 .
v(s)=cy+ Z (cm exp{ims}+ c_mexp{—ims}), endonde ¢, = f v(s)e "™ ds, meZ.
m=1 -7
en donde ¢y =7 =0. Lo que implica
o0
vibty+pt) = Z Cm €XP {im(d)to + ptz)} + (%),
m=1
=crexp{ipt}explidto} + crexp{i2@to+ pt2)} + -+ (%),
= crexp{ipt}expl{idto} +V(1o, 12) + (%).
En consecuencia, la ecuacion (64) queda en la forma
A2
[0}
0% y3+0%ys = =200, & explidto} + Eid A explid o} + ﬁuﬁ exp {i3dto} — 5K | X 1> exp {id t} ) +
igdin ¢ +d3( A exp{i3hto} +3H | A |*explidto}) — acr exp {ipta} explidtol — -+ ] + (¥).
(65)
Al igual que antes eliminamos el término secular en (65) al considerar la condicién

~2

505 2 .o A . 2 .
3&)2Z|Z| +igOX exp{—idT} + 303X | K |” —acrexp{iptz} = 0. (Cy)

Con el fin de analizar la ecuacién (C;) (como se puede apreciar es una ecuacion en variables complejas),

2000, H +iEDH —

escribimos la funcién £ = # (t,) en forma polar
K =kexplif}, con k=k(r) y f=f(t).
Las funciones k(t) y f(t2) son derivables y satisfacen
01, K (1) = k' () exp{if}+ik(r2) f'(t2) exp{if},
lo que nos lleva a la ecuacién diferencial en variables complejas
505

iD(2k' () + i2k(12) f' (12) +Sk(t2) =3

3 _'A .
k> () + gk(to) exp{—iwT})exp{if}+ (66)

303k () explif} — aciexp{ipt} = 0.
Bajo el cambio de variable p = pf; — f, la ecuacién diferencial (66) se divide en el sistema de ecuaciones
diferenciales auténomo en variables reales

—cosp =0,
20 (67)

k' + (g +§cos(d)r))k— %seng =0.

3(2)3 560%) 3 acy

ko' - (p _gsen((f)r))k+ ( o 603

En este punto, cabe mencionar que las soluciones de equilibrio del sistema (67) brindan soluciones pe-
ri6dicas de (Z7). Por lo tanto, es importante hacer un andlisis de los puntos de equilibrio y su estabilidad
para el sistema (67).



3-1 Efectos de un retraso temporal en el actuador Comb-drive desplazado 53

Proposicion 2. Sea (k., ) un punto de equilibrio de (67). Entonces,

= k. essolucion de la ecuacion polinomial

2
) ¢
20

mientras que . satisface

2

)

( (3@3 503
20 603

2
2 g « { g N
)k —(p- 5 sen(wr))) + (5 + Ecos(wr))

A

senp = aicl(f + g cos(@7)) k.

» (k«,0+) localmente estable si
3d3 503
20 603

(g + gcos(d)r))zk* > Z—g COS P+ (p - gsen((f)r) - 3( )kf) y &+ gcos(@Tt) > 0.

Demostracion. Un célculo directo muestra que las soluciones de equilibrio para el sistema (67) estan
dados por el sistema no lineal de ecuaciones

—(p- g sen(@1))k + (

3(2)3 5(2)% 3  ac
500,549 o,
20 603 20

ac
(é + g cos(c?)r))k = _} senp.
2 2 20

Del cual se deduce la ecuacion polinomial

2
acy

( N ) - k2
20

la cual tiene a lo més tres soluciones en ]0,00[, como consecuencia de la familia paramétrica de poli-

nomios de grado seis en la ecuacién. Note que dada una solucién k. de (}), la segunda coordenada del
punto de equilibrio (k., p«) satisface

303 505
((ﬂ o : ()

{ 8 ~ )2
20 603 +(5+Ecos(wr))

)kz —(p- gsen(d)r))

A

v (& + gcos(@T)) k. (1)

senp, = —
acy

Con el propésito de estudiar la estabilidad local de los equilibrios, analizamos (67) en el dominio Q =
{(k,p) : k> 0}, por medio del sistema

. 2

1 Iy (o k) = (p— & sen(@n)k— (222 _ 22\ 3, 40

o=gher - meb=(p;sen@n) (30w~ 500"+ 35 ose: 68)
k' = hy(o, k) hy(p, k) = —(g +§cos(d)r))k+ C;—Z)lsenp.

Ahora bien, el sistema linealizado en (k., g.) asociado a (68) esta dado por

W' =AW, con A= (69)

kl*aghl((_)*y k) k%akhl(Q*y k)
6Qh2(0*;k*) akhZ(Q*»k*)

Es bien conocido que la estabilidad local del equilibrio (k,p«) queda determinada por el determinante
da vy la traza tr de la A respectivamente. Mds atin, se comprueba directamente que bajo la bajo la
condicion

da>0 y tra<Qo,
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el equilibrio (0,0) es asint6ticamente estable para el sistema lineal (69), lo que equivale a decir que
(k«,p+) es localmente asintéticamente estable para el sistema auténomo no lineal (68). Por lo tanto,

1
dA>O < —(aghl(Q*,k*)akhz(Q*;k*)_akhl(Q*rk*)ath(Q*;k*)) >0;
tra<0 < k—d h1 (0, k«) +0rho(px, k) <O0.

Célculos directos muestran que

aghl (Q*; k*) =

thZ(Q*;k )

. . y
_ g . 303 505\ , ok ) = — é g .
O0rh1(0s, ki) =p— 5 sen(wr)—3( o 6@3)k , kN2 (0x, ky) (2 35 COS(M)).

Por lo tanto, el equilibrio (k.,.) es localmente asint6ticamente estable si se satisface

303 502
A3 - AZ) 2) > 0)
20 603

(Zfbl *)(g+gcos(d)r))—%cosp*(p—gsen(d)r)—?)(
ac

20k,

senp, — (g + gcos((br)) <0.

A partir de (A) las desigualdades anteriores equivalen a tener

3(1)3 )
20 603
&+ gcos(@wt) > 0.

(p—gsen(wr) 3( kz) >0,

(g + gcos(d)r))2 "

Esto completa la demostracion. |
De regreso a la ecuacioén (65), si (k«, p«) es un equilibrio de (67), la ecuacién queda en la forma

@ s
6%0)/3 +c?)2y3=—[(3d)22 + 32 5 )k3exp{13(wt0+ptg—p*)}+v(t0,tz)]+(>«<)

Asi por lo tanto, las funciones y; y y» estdn dadas por

Vit 12) = Ky exp i@t + pta — 02)} + (4, Volto, 12) = (xz(tz)exp{zzwto}—3|Jf(t2)|2)+(*),

A~

= ] 2 1) -_— . A
=kieexp{i((€p+@)t—0:)} + (%), y = d)z(kiexp{lZ(ptg—Q*+a)t0)}—3k*),

A

2
=2k, cos(—nt—g*), Do 4 )
T = (;)2 (Zk* COS(?I—ZQ*)—?)IC*).

endonde fy =ty f, = €°t, yla funcién y3 queda dada por

~2 A2 A

D5 D503y 4

y3(to, t2) = (m 46 4)k exp{i3(@to+ ptr — )} + Y (o, t2) + (%)
W2 D20

B (2424 * ok 4)k3€xp{l3((€ p+OE— )} + Y (fo, 12) + (%)

~2 A2 A
_ ( wy w2w3

)ki cos(6—nt—39*) + Y (Lo, t2) + (%)
120% ' 120 T
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en donde Y (f, t2) es una solucién particular de 6%0 ¥3+ »? ¥3 = V(1y, t2). En consecuencia, hemos encon-
trado una solucién T-periddica y.(t,€) de (1) la cual se puede expresar en la forma

Vs (t,€) =€y1(to, t2) + €2y2(l‘0, ) + €3y3(fo, )+---,
. )

2n @ 4m @5 B503
= 2¢ek, cos (=t — ) + 2€° (k cos(—t—2 —3k2)+e3(
€08 (Tt =) 26 g (ke cos (G i =20 8K+ €l Tr * Toge

67

)kf COS(—I—3Q*) +---
T

Los anteriores resultados demuestran el siguiente resultado

Teorema 13. Seac > 0 fijo y pequerio. Para el set de pardmetros (60) considere la ecuacién diferencial con
retraso

o 2(rs . A2 a2 a3 A2 3

JHe(EY+8Y:)+ DY+ @2y +@3y° = av((@ +€°p) e, (70)
en donde v(s) es una funcién 2mn-periodica y con promedio v = 0. Entonces, (70) admite una solucion
T -periddica y(t,€) con expansion asintética de la forma

A~

~N2
(00} w503
2

N

(k* cos (47” t—ZQ*)—3ki)+e3( @ +

120° 12@4)kicos(%t—3p*)+0(€3),

2
V«(t,€) = 2ek, cos (?n t—0.)+2€*

2n
cuya frecuencia de oscilacion satisface T o = O(e), siendo & la frecuencia natural del oscilador lineal
j+@%y =0. Mds atin, y.(t,€) es localmente estable si se verifica la condicion

Y- 5%)°

+ »T) >0, G(1- 0 >
¢+ gcos(wT) & (1 —cos(@wT)) T

ademyds el punto (k., p+) satisface

(g + gcos(d)ﬂ)zk* > %cosp*(p - gsen(d)r) —3(32(23 - Zgg) E),

T

siendo c; = f v(s) e dsel segundo coeficiente de Fourier dev(s).
-7

3-1-2. Sobre la existencia y estabilidad de soluciones periédicas

Como contribucioén final de este trabajo presentamos la existencia de soluciones periédicas para el mo-
delo de Comb-drive desplazado (42) como continuacién local a partir del caso sin retraso. La idea central
consiste en el uso del teorema de la funcién implicita en espacios de Banach (Teorema 5) en conjugacion
con la existencia y estabilidad de soluciones periédicas para el caso sin retraso (Teorema 9). Iniciamos
escribiendo la ecuacién (42) como un sistema en el plano en la forma

. X
X(t)=H(t,X(1),X;(1),G), con H(tX,X;,G) = . ABW(D+G(i—2)%x | (71)
U—X=YX+ ——qmr
en donde V(f) = v +6v(8), X(¢) = (x(8), x(£)*" v X7 (f) = X(t—1). Lafuncion H: RxQx QxR — R?,
definidaen Q = {(x, X) € R%: x €e]l-1,1 [} . Recordemos que el caso G = 0, a partir del Teorema 9 el sistema
(71) admite tres soluciones periodicas ¥; = ¥;(¢). j =0, 1,2 (aisladas) dadas por

p(1) w1 (2) Wa(1)
\I] 1)=1. y ‘IJ t)= 2 \P t) = 5 .
o(?) (p(t)) 1(0) (Wl(t)) y Wa(p) (u/z(t))
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Teorema 14. Sean ¥ (1), j € {0,1,2} las soluciones T -periddicas de (37) dadas por el Teorema 9 con u < 1.
Entonces, para cada j € {0, 1,2} fijo, existe 5 > 0, y una tnica funcion Xg(t) = X(t,G) con Ge J =] — 5,81
yX(,G)eUconUc C} un entorno de ¥ j (1), la cual es T -periddica en t y es solucion de (42) para todo
G e ], es decir,

* Xo(0)=H(t, X(1), X:(1),G), X;(t+T)=X.(t), paratodoteRyGe J.
* Xo(2) =Y (1) paratodot€R conV ;e {¥o, V1, ¥o}.
Demostracién. Consideremos los espacios de Banach 3 y definamos el funcional 7 : CIT xR— C(}
Cr={XeC'RR): X(t+T)=X()} y CL={XeC'®RRY):X(t+T)=X()},
dado por
H(X,G):=X-H(,X,X;,G), con H(t,X,X;,G)= ) 4;;(m)+c(x,—x))2x .
U=—X =YX+ —

La funcién # estd bien definida y es continua. Mds atin, dx.#(X,1) € L(Cy, C}) y 06 #(X, 1) € LR, CY)
son dados por

0xH(X,G)(Y):=Y-0xH(, X, X;,G)Y y 067(X,G)(G)=-0H(,X,X;,G)G,
son continuas, por lo tanto / es continuamente diferenciable con D.#: C } xR — L(C lT xR, C(%) yademads
DAX,T)(Y,G) =Y -0xH( X, X;,G)Y —0cH(, X, X7, G)G.

Note que la ecuacién #(X,0) = 0 tienes tres soluciones no triviales T-periddicas Wo 12 = Wo,1,2(1). Sea
V™ € {W¥o,¥1,¥,} y considere por ejemplo la funcion ¥W*(¢) = ¥, (¢). Por el Teorema 9 se sigue directa-
mente que el operador x4 (¥*,0) : CIT — C(} con

Ox76(¥™,0)(X (1)) = X (1) - 0x H(1, V", ¥5) X (1),

, 0 1
=X(t)—(4ﬁvz(t)(1+3ﬁ/§(t)) 1 - )X(t),
A=32(0) Y
es inyectivo. Esto es, se sigue del hecho de que la ecuacién
. , 0 1
OxA(W",00(X(1) =0, < X(1)—|apv2na+3921) X (1) =0,
Ty L 7Y

no admite soluciones T-periddicas no triviales. (Ver la observacién 1). Por lo tanto, por el Teorema 7
(Alternativa de Fredholm) el operador lineal y continuo dx#(¥*,0) es invertible, esto es, para cada
Ye C(} existe una tnica funcién W € C} tal que dx#(¥*,0)(W) = Y. Ahora, invocando el Teorema 6
(teorema de la aplicacion abierta), se garantiza que (0 XJf(‘I’*,O))_1 :C; — C, Y — W es continua, vale
decir, que dx.#(¥*,0) es un isomorfismo. En consecuencia, por el Teorema 5 (teorema de la funcién
implicita) existe 5>0 y una tnica funcién C ! funci6onT: J=] - 5, 5 [— CIT tal que

ro=v" y #IG),G =0, (72)

paratodo T € J. La misma conclusién se obtiene si ¥* = W o bien ¥* = ¥,. Finalmente, la demostracion
se sigue si definimos X = I'(G). O

3Lanormaen C; estadada por [|x|| = lxllo + | Xllo con || - o = sup;eg |x(£)|. La norma en C‘% esta dada por || - Ilp.



3-1 Efectos de un retraso temporal en el actuador Comb-drive desplazado 57

Quizés una de las primeras preguntas que surgen a partir del Teorema 14 y su posterior demostracion,
es si se podria hacer continuaciéon sobre el pardmetro del retraso 7 = 0. Vamos a dar respuesta a esta
inquietud, pero antes vamos a necesitar de los siguientes resultados.

Lema 3. Sea v = w(t) una solucién T -periédica de (37), y supongamos que 0 < ¢ < y(t) < p para todo
t € R. Entonces

4ﬁv1flinc
(1-¢2)?

Ie %”T

()| < A(g,0), VteR, endonde A(c,p)::y(p—g)+max{’p—u— —u—(l_Qz)2

Demostracion. Dado que v(¢) es una funcion T-periddica, existe #y € [0, T] tal que ¥/ (f) = 0. Por lo
integrando (42) entre # y ¢ se tiene,

o t ABVA($)y(s)
90 ==r{y O -wiw) - [ o -u- T TN ds
, ¢ ABV2(s)y(s)
|w(t)|SY|W(f)—W(f0)|+/;O W(S)—u—m )
Sabemos que 0 < ¢ < () < p para todo ¢ € R, por lo tanto,
4pV2. ¢ 4BV (DY (1) 4PV 40
Ot e TV T e 2T T g

en consecuencia

4ﬁ Vnzlinc
(1-¢22 T

: . 4B V40
|w(t)|sy(g—c)+max{‘9—u— ‘ -u- (1_92)2’ T,
para todo t € R. |

Lema4. Seay>0ya,be C'(R/TZ). Suponga que

munzw+bmﬁ+mbmf,anmn—i0+bmf—%wuwwms(%f,
para todo t € R. Entonces la ecuacién de Hill
J+y+b@®)y+a(t)y=0, (73)
no admite soluciones T -periédicas no triviales.

Demostracion. Sea y = y(t) cualquier solucién de (73). Un célculo directo muestra que la funcién z =
z(t) dada por
z()=y(Hw(1), endonde w(r)=exp'/2h¥+b()ds

satisface la ecuacién de Hill
. 1 s 1.,
Z+Q(z=0, endonde Q(t)=al(t)- Z(y+ b(n) - 5 b)”. (74)

Por hipétesis la funcién Q(t) satisface

TT\2
0<Q(1), yan@s(?).
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Por el criterio de estabilidad de Lyapunov-Borg (ver Teorema 5 en [5]) sabemos que z = z(t) de (74) es
acotada. En consecuencia, y(t) no puede ser acotada, pues en caso contrario w(t) = z(t)/y(t) seria una
funcién acotada lo cual es una contradiccién. En particular, y(t) no puede ser una solucién periédica.

O

Teorema 15. Sea V(1) = (Qj(t),u;/j(t))” con j €{0,1,2}, las soluciones T -periddicas de (37) dadas por el
Teorema 9 con u < 1, para la cual se verifica0<§; <4 (1) <&;, para todo t € R. Suponga que

1 wp 100 4pVZ. (1+38%) 4BVE. (1+36%) (72
LoD () <1 T 1- o5 <(T) , (75)
en donde b*, b* estdn dados por
«_ 2G (E1—-ue IVllooé1  Vinax(1+5&7)
b= b*:=8G A1, €D,
Viax (1-¢3) 7 P ((1—5§)3 1-&) ©1,6)

con A(61,&1) dado como en el Lema 3. Entonces existe un 5> 0, y una unica funcion X;(t) = X(t,1) con
1e€l=]-6,6lyX(,1)eUconUc ClT un entorno de ¥V 1(t), la cual es T-periodica en t y es solucién de
(42) para todo T € ], es decir,

* X ()= H(t, X(8), X;(£),7), Xo(t+ T) = X, (1), paratodo t eRyT € I.
* Xo(t) =W 1(¢) paratodo t € R.

Demostracion. Es claro que la prueba sigue las mismas lineas de la demostraciéon del Teorema 14 con la
sustitucion G — 7. La diferencia ahora radica en demostrar 0 x#2(¥*,0) : CIT — C(} con ¥* =¥y, el cual
esta dado por

, 0 1
Ox A (Y*,0)(X () =X(1) - (4ﬁv2(t)(1+31f/%(t)) 1 e 8GV(t)u71(t))X(t),
A-92(0) LT

es inyectivo. Lo anterior equivale a demostrar que la ecuacién de Hill

) 4BV (1)1 + 302 (t
j)+( +—8GﬁV(t)u/1(t))_+(1_ PV (na + wl())) =0, (76)

1-93(0)3 1-93(0))3
no admite soluciones T-periédicas no triviales. Definamos entonces

4BV(1) (1 + 391 (1) _ 8GRV ()9 (1)

a(t)=1- —~ , b(t) N
(1-92(1)° Y (1-g2(0)?

Ahora bien, sabemos para todo t € R, la funcién periédica ¥, () se encuentra en el dominio
Ey ={(t,x,%) €0, T1x]0,¢ () [xR: 61 < x < &1},

mads auln, sobre E; se verifica que

4BV2. (1+3&%) 4BV2. (1+362)
O<ax<a(t)<a®, con a*:l—ﬁma"—“l, y a*=1- FVinin o 1 <1—4,6V§ﬁn,
1-¢2) (1-69)
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para todo ¢ € R. De otro lado, dado que
G1-w-092=4pV2., v G -wd-&H?=4pV7,,

se deduce que

2G (51 — u)61
Vinin (1 —6%)

pr = 26 (C1—ws1

0<b.<b()<b*, con b,= = >
Vmax  (1-¢9)

’ ’

para todo t € R. De manera similar se puede comprobar que para la funcién

Vg,  VOA+597)
- - ),
a—-92°  a-¢2¢ )

b(p) = 8G/3(

se cumple que

IVleo€1  Vimax(1+5&9)
1-¢&33  (1-¢&94

0< b(t) < b*, endonde b*::SG,B( A(51,€1))-

De lo anterior y las condiciones (75) se sigue directamente

; 1 1 . 2
4a() = (r+ DO+ 2007,y Na(n) -5y +b(0) =SB0 I = (%) -

Por lo tanto, del Lema 4 se sigue que la ecuacién de Hill (76) no admite soluciones T-peri6dicas no
triviales, lo que prueba que el operador dx.#(¥*,0) es inyectivo. El resto de la demostracion es andloga
ala demostracién del Teorema 14. O

Observacion 4. En el caso G < 0 tenemos

2|G| (61 —uw)dy b = 2|Gl (61— wé

0< b, <|b(t)|<b*, con b= 5 = 5
Vmin (1_61) Vméx (1_51)

)

IVlleo1  Vimax(l+5¢2)
+
1-¢&% (1-¢&

0<|b(t)|<b*, endonde b* :=8|G|/3( A(61,£1)).

Observacién 5. Cabe mencionar que el Teorema 15 es auin vdlido si se consideran las soluciones T -periédicas
Wo(1), yW2(t) de (37) dadas por el Teorema 9 con u <« 1. Adicionalmente, por continuidad, la soluciones
X:(t) = X(t,7) cont € l=]—-0,0[ preservan la estabilidad correspondiente del caso t = 0. Esto es, Vo (?), y
W, (t) son inestables y ¥, (1) es asintéticamente estable siempre que'y < min{y*,y**} cony* yy** dados
en el Teorema 9. Ademds, de la segunda condicion en se verifica que

4BV2. (1+369) 2
a(t) <1 PVl +300) (&), veer
(1-6%)3 T
T\2
Esta condicién es mds débil que la presente en el Teorema 9 en donde se pide que1 — 43 Viin < (?) , puesto
que
4BVE. (1+36%)

a(m<1- <1-4BV2 ., VieR

(1-6p3



4. Validacion Numeérica

En esta seccién presentamos algunos ejemplos numéricos de los resultados analiticos presentes en la
Seccién 3-1 sobre el modelo Comb-drive desplazado (43),
_ 4P(vo + Gl — %))%x
- (1-x?)2

X+yx+x—u , x€]-1,1[

Nuestra validacién numérica de algunos de los resultados principales obtenidos en este documento ini-
cia con los correspondientes al modelo de referencia sin retraso (caso 7 = 0). Para tal fin, hemos tomado
de [11] los siguientes valores de referencia para los pardmetros fisicos que conforman el modelo Comb-
drive desplazado (4), los cudles registramos en la siguiente tabla

k [N/m]
0.17

Le [m?]
1.6x107?

€ [F/m]
8.85x 10712

d [m]
3.5x1076

c [Kg/s]
1.78 x 1076

m [Kg]
3.5x107 11

Tabla 1.Valores de los pardmetros fisicos para el modelo Comb-drive desplazado (43).

En adelante fijamos un desplazamiento u = 0.05. Por lo que se llega al conjunto de pardmetros
B~9.7135x107% y=0.7297, &, ~0.4677, y O, ~0.7032.

De esta forma se establece el valor de voltaje critico vy ~ 13.4529. En consecuencia se consideran va-
lores del voltaje de corriente directa 0 < vy < vy apropiados. A partir de aqui, el equilibrio 0 < %; < ¢+
estd dado por la raiz del polinomio

p(x) := ¢p(x,0.05) — 9x = (x — 0.05)(1 — x*)% — 4BV} x,

ubicada en [0,¢.]. Las siguientes tablas presentan los valores de @, X1, a, ¥ y g para distintos valores
distintos de vy en el caso G = —95 y G = —50 respectivamente.

Vo X W a X G i g To

2.5 0.051 0.987 -0.975 0.485 -95 729.795 | -0.0950 | 1.547
5 0.055 0.949 -0.901 0.468 -95 336.931 | -0.2058 | 0.705
7.5 0.064 0.880 -0.775 0.431 -95 193.729 | -0.3580 | 0.388
10 0.082 0.771 -0.595 0.355 -95 112.420 | -0.6173 | 0.162
13 0.162 0.481 -0.231 0.149 -95 42.048 -1.6486 | 0.011

Tabla 2.Valores asociados a los parametros presentados en los Teoremas 10y 11 con el set de pardmetros
fisicos vistos en la Tabla 1 variando la fuente de voltaje constante. Caso G = —95.
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) X1 0] a X G i g To

2.5 0.051 0.987 -0.975 0.485 -50 729.795 | -0.049 3.000
5 0.055 0.949 -0.901 0.468 -50 336.931 | -0.108 1.340
7.5 0.064 0.880 -0.775 0.431 -50 193.729 | -0.188 0.737
10 0.082 0.771 -0.595 0.355 -50 112.420 | -0.324 0.377
13 0.162 0.481 -0.231 0.149 -50 42.048 | -0.867 0.032

Tabla 3.Valores asociados a los pardmetros presentados en en los Teoremas 10 y 11 con el set de pardme-
tros fisicos vistos en la Tabla 1 variando la fuente de voltaje constante. Caso G = —50.

Vemos en la Tabla 3 que para una fuente de voltaje constante vy = 2.5, el equilibrio X; = 0.0825. Con esto

se define
2 —4X§’+3ufcf+u
0= - = ~0.9753,
& (1-%7)

con lo cual se comprueba que se cumple con la condicién 0 < y < 21/0.9753 = 1.9751, por lo tanto, el
equilibrio X; es localmente asint6ticamente estable para este set de pardmetros elegidos. El equilibrio
(X1,0) es un equilibrio tipo centro con periodo minimo g =2nl @, en nuestro caso @ = 0.9876 asi que
9 ~6.36207. Porlo tanto T € .% < [0,6.36207].

Siguiendo los resultados del Teorema 10, fijando G = —50 se calculan los pardmetros
a~-09753, g=-0.0490, y ~0.4850,

y estimamos el valor critico del pardmetro 7y, en tal caso se obtiene 7y = 3.0008. Es decir, la ecuacién (43)
tiene un estado de equilibrio %; localmente asint6ticamente estable para todo 0 < 7 < 3.0008.

Ahora nos ocupamos en las condiciones asociadas a la ganancia G descritas en el Teorema 11, se cal-
cula
y(-£9)°
n=———->7—=729.0599,
8 ﬁ Vo X1

dado que Gy = —1/2 decimos que se debe cumplir G > —364.529, lo cual se cumple en nuestro caso.

Llegados a este punto se inician las simulaciones para el sistema (49) con los valores de los pardmetros
descritos en la Tabla 1, es decir el sistema (49) toma la forma

21 =22

38.8539 x 1074(2.5 = 50(z27 — 22))? . (77)
= x10 |« (22t =221 29972, — 21 +0.05
(1-2%)2
1

Utilizamos el paquete jitcdde de Python con el cual determinaremos soluciones numéricas asociadas
al sistema (77), se le pide al lector revisar [16] para mds informacién acerca de la simulacién de solu-
ciones para un sistema de ecuaciones diferenciales con retraso. Con este prop6sito en mente, se le serad
asignada como funcién histoérica el punto hist = (561 +71,0+ Zg) donde 73,7, € R representa una cierta dis-
tancia que se tiene con el punto de equilibrio (X1, 0).
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Empezaremos determinando las soluciones en el caso sin retraso 7 = 0 y seguidamente plateamos casos

donde 7 > 0, la idea serd caracterizar los efectos que nos deja la variaciéon de los distintos parametros

descritos en el documento.
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Figura 8. En la izquierda las soluciones z; y z, del sistema (77) a lo largo del tiempo ¢, a la derecha un
plano fase con cuatro soluciones con los valores 7, =1 € { —0.25,-0.15, 0.15,0.25}. CasoTt=0
en la fila superior y el caso 7 = 1.75 en la fila inferior.

Se puede evidenciar en la figura anterior como para valores de I; y I> cercanos a cero nos deja con solu-

ciones que se estabilizan hacia el equilibrio estable (X;,0). Ahora queremos mostrar el efecto que genera

los valores grandes de 7 en el sistema (77). Se calcularon las soluciones con las mismas caracteristicas

pero con valores de 7 ascendentes, las soluciones se expresan en un plano fase que se extiende en el eje

7. En la Figura 8 se observaron los efectos del retraso en las soluciones de (77). Nos preguntamos ahora

sobre el efecto en los cambios asociados a la fuente de voltaje constante vy con este fin hemos generado

soluciones con los valores de los parametros idénticos pero con fuentes de voltaje cada vez mads altos,

esto nos permitiréd describir el efecto que genera un cambio de voltaje en las soluciones de (43).
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Figura 9. Planos fases de las soluciones asociadas a diferentes fuentes de voltaje constantes vy a lo largo
del eje T con vy € {5,10,13} de izquierda a derecha respectivamente, se usaron los parametros
fisicos vistos en la Tabla 1 en todas las soluciones.

Evidenciamos que al aumentar el retraso y la fuente de voltaje constante las soluciones oscilan cada
vez més del equilibrio. Ahora se analizard el caso donde la fuente de voltaje constante toma el valor
Vo = 13 < vpyn = 13.4529, notese que el vy es cercano al voltaje critico vy, con una ganancia fija G = —50.
Para este nuevo caso tenemos el siguiente sistema

21222

38.8539 x 1074(13 = 50(2y; — 22))%z . (78)
= ( . Cor = 2" 79972, - 2 +0.05
(I—Zl)z

<2

Segtin la Tabla 3 el equilibrio en este caso es %; ~ 0.1628 y ®* = 0.2316 se comprueba que se cumple la
condiciéon 0 <y <2v/0.2316 = 0.9624 por lo tanto el equilibrio X; es asintoticamente estable.

El equilibrio (%1,0) es un equilibrio tipo centro con periodo minimo 9~ = 27/®, en nuestro caso @ =
0.4812 asi que 9 = 13.0573. Por lo tanto 7 € .# < [0,13.0573]. En la Tabla 3 se nos da los pardmetros
a = —0.2316, g = —0.8677, y = 0.1493, y estimamos el valor critico del pardmetro 7, en tal caso se ob-
tiene 79 = 0.0327. Es decir, la ecuacion (43) tiene un estado de equilibrio X; localmente asint6ticamente
estable para todo 0 <7 < 0.0327.

Revisamos las condiciones del Teorema 11, se calcula

= M =~ 42.0484,
8 ,6 Vo )ACl

dado que Gy = —1/2 decimos que se debe cumplir G > —21.0242, debido a que previamente hemos
fijado un valor G = —50 esta condicién no se cumple en este caso. Iniciamos la simulacién de soluciones
para el sistema (78) en la Figura 10 la tercera ilustracién de izquierda a derecha muestra el comporta-
miento del sistema (78) al aumentar el retraso 7, queremos profundizar en el comportamiento oscila-
torio que se consigui6 en dicho caso, procederemos a observar el comportamiento de las soluciones en
este caso.
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Figura 10. A la izquierda se observan las soluciones z; y z, del sistema (78) a lo largo del tiempo ¢, a la
derecha un plano fase con cuatro soluciones con los valores 7; =1, € {-0.25,-0.15,0.15,0.25}.
Caso 7 =0 en la fila superior y el caso 7 = 1.75 en la fila inferior.

No es posible caracterizar soluciones con valores para el retraso T mayores a 2 usando el paquete jitcdde
del software Python, esto nos dice algo sobre la sensibilidad que tiene el sistema (78) con los valores que
puede tomar el retraso 7, ademads se ha dicho que en este caso la ganancia esta por debajo al minimo
impuesto en el Teorema 11 esto se relaciona con la incapacidad de determinar soluciones con un retraso
7 alto. Comparando los resultados obtenidos en las soluciones a los sistemas (77) y (78) evidenciamos
un mayor efecto de oscilacién alrededor del equilibrio estable a fuentes de voltaje de valor cercanas al
voltaje critico y a valores del retraso 7 también altos, dicho retraso 7 se mantiene en valores menores que
en casos con fuentes de voltajes mds lejanas al voltaje critico.

Con esto cerramos la validacién numérica de nuestros resultados principales.



Conclusiones

En este documento se estudia analiticamente los efectos de un controlador realimentado con retraso
7 =0 en el tiempo, sobre un actuador microelectromecdnico tipo peine, modelado por la ecuacién

4BV2(t, @ (i(t), % (1)) x
(1- x2)?

’

X+yx+x—u=
conx€]—-1,1[y u e [0,1[ fijo. El efecto de retraso se ve reflejado en la ecuacién por medio de la funcién
@(x(1), % (1) = G(x:(2) — x(1)) = G(x(t — 1) — x(1)),

con |G| € R* la amplitud de la velocidad del controlador. Nuestro punto de inicio consisti6 en analizar la
dindmica del sistema cerca al punto de equilibrio asintéticamente estable X; €]0, 1, del caso auténomo
correspondiente. Esto nos permiti6 establecer dos criterios distintos para que la estabilidad asintética
de X la cual bajo condiciones apropiadas se tiene en el caso sin retraso (7 = 0), persista atin para el caso
7>0.

Un primer criterio (Teorema 10) brinda un valor explicito y computable del retraso en términos de los
pardmetros de construccion del dispositivo S, v, el voltaje de corriente directa vy y la velocidad del con-
trolador |G|. Los resultados numéricos muestran que en el caso sin retraso (7 = 0), las soluciones que
convergen al equilibrio més rdpido que aquellas con retardo 7 > 0, y en particular estas tGltimas presen-
tan una mayor amplitud respecto que las primeras. Cabe aclarar que las validaciones numéricas que se
han hecho, muestran que nuestro resultado analitico es correcto pero esta lejos de estimar de forma 6p-
tima una cota superior para el retraso, en la cual se garantice la estabilidad del equilibrio %;. Esto nos
motiva a pensar para futuros trabajos, otras estrategias de estimacién para el retraso. Por ahora, este re-
sultado explicito sobre el actuador tipo peine (e incluso sobre muchos MEMS similares como el actuador
de Nathanson) hasta donde sabemos no se habia obtenido previamente.

El segundo criterio (Teorema 11), se establece una relaciéon funcional entre la ganancia G € Ry el re-
traso 7 € [0,27n/®] (@ es la frecuencia de oscilaciéon natural del dispositivo cerca del equilibrio esta-
ble), que brinda condiciones suficientes para que el equilibrio %; sea asintéticamente estable para todo
7 € [0,27/®]. En este caso, se logré determinar explicitamente una cota minima y negativa para G (mi-
nimo feedback), en términos de los pardmetros de construccién del dispositivo S, el voltaje de corriente
directa vy y el coeficiente de amortiguamiento y. Cabe resaltar que esta cota minima Gy, V¥ si criterio de
estabilidad asintética dado por

_,y(l _ X2)2

G > Gmin :=
i lﬁﬁl/())%l

, V1el0,2n/0]
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guarda una cercana relacién con la condicién de estabilidad de la solucién T-periédica del problema
perturbado obtenido por medio del método de multiples escalas, al asumir como una pequefia pertur-
bacién del equilibrio %; (caso conservativo), asumiendo pequefios efectos del controlador realimenta-
do, pequena amplitud de la fuente de voltaje periédico y pequeiia constante de amortiguamiento. Dicha
condicién de estabilidad establece que

Y -ip?

— >0 < G(-cos(®@1)+2Gmin>0, TER'
8,31)0)61

G(1 - coswT) +
por lo que esta condicién de estabilidad de la solucién periédica implica la condicién de estabilidad del
equilibrio dada en el Teorema 11. Numéricamente se ha verificado esta afirmacién en el capitulo de va-
lidacién numérica.

Finalmente, se ha mostrado que para pequefios valores de G y cualquier valor de 7 existe exactamente 3
soluciones periédicas (cuya estabilidad persiste). Esperamos obtener muy pronto un anélogo resultado
de continuacion de soluciones periédicas, pero esta vez utilizando como pardmetro de continuacién el
retraso 7 (no es el pardmetro G). Se espera validar numéricamente que en este escenario, el intervalo de
continuacién sea por lo menos tan grande como el intervalo [0, 7¢] con 7o dado en el Teorema 10.

Se propone para futuras investigaciones las siguientes cuestiones: ;Que efectos tendria un retraso 7 no
constante?, dichos retrasos se pueden pensar como funciones dependientes del tiempo ¢ en los sistemas
trabajados en este documento. Aqui no se profundizé en la posibilidad de integrar funciones histéricas
que hagan las veces de condiciones iniciales para los sistemas trabajados en el documento, para solucio-
nar los sistemas (77) y (78) hemos usado el vector [%; +11,0 +12] como condicién inicial, ;como cambian
dichas soluciones al implementar una condicién inicial no constante?.
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. Apéndice

I-l. Sobre las raices de ecuaciones cubicas

Los resultados acerca de las raices de una ecuacion ctibica ha sido sin lugar a dudas una de las estrata-
gemas de la teoria algebraica de los ntimeros reales. Dada su importancia y su utilidad en este trabajo
presentamos brevemente este importante resultado.

Teorema I: Férmula de Cardano-Vietta. [13]. Considere una ecuacién ctibica de la forma
3 2 _
x°+ax“+bx+c=0, M

cona,b,ce K, con K un cuerpo de caracteristica distinta a2 o 3. Entonces las raices de (T) estdn dadas por

x=\3/—q/2+\/K+ \s/—q/z—\/Z—aB,

en donde

b= 3b;a2, g- 2a3—9;7b+27c, A (g)2+(§)3

la raiz cuadrada de A se escoge de forma arbitrariay, fijada ésta, las raices ctibicas u y v se elijen de manera
que p = —3uv. Mds atin, si A <0 entonces las tres raices son reales y simples dadas por

0 2mk) |/
xk:2cos(—+L) —B—ﬁ, k=0,1,2
3 3 3 3

en donde el dngulo 0 < 0 < 1t estd determinado por

I-1l.  Sobre la estimacién del parametro de retraso

Consideremos el sistema diferencial de retardo matricial [9]
X(t)=AX(t)+BX(t-1), @

si la solucién trivial de (I) es asint6ticamente estable cuando t = 0, para qué valores positivos de 7 se
mantiene tal estabilidad. Hay varias formas posibles de responder a la pregunta anterior, cada una de las
cuales conduce a una estimacion diferente de 7.

Y=(A+B)Y (1D

El siguiente resultado proporciona una estimacién alternativa del pardmetro de retardo 7 en (I) para
mantener la asint6tica estabilidad de la solucién trivial de (I11).
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Teorema II. Sean A y B matrices reales n x n constantes tales que la solucién trivial de:
Y = AY + BY;, (IID)
es asintéticamente estable. Sea C una matriz simétrica real definida positiva que satisface:
(A+B)'C+C(A+B)=-1 (Iv)

siendo
A= DxFlix,0) ¥ B=DxFlx, -

Sea 1 la constante positiva definida por

%

Aminc
0= (Al +IBIIC-BI™- ( ())

ﬂ«max(c)

donde Anin (C) y Amax(C) denotan el valor propio mds pequefio y mds grande de la matriz C. Entonces
podemos decir que existen soluciones triviales de (I1I) que son asintéticamente estables para todo T < 1.

Demostracion. Se remite al lector a consultar la demostraciéon del Teorema 3.6.3 en [9]. O

I-11l.  Sobre la regularidad de la funcién implicita.

Lemal. SeaF:U xV — V una funcion de clase C¥, en donde U c X yV c Y con X, Y espacios de Banach.
Si f es una contraccién uniforme, entonces la funcién y : U — V definida implicitamente por la ecuacion
y = f(x,y) es una funcién de clase C*.

Demostracion. Se remite al lector a consultar la demostracién del Lema 2.5 en [3]. O

I-IV. Bifurcacién en el plano tipo Fold

Proposicion 1. (Bifurcacion tipo Fold). Sea f : R xR — R, una familia uno-paramétrica de transformacio-
nes de clase C* que satisfacen

(1) O, o) =05 (2) 0xf(0,p0) =0; (3B) OxxfO,u0)>0 y (4 0uf(0,up)>0.
Entonces existen intervalos Iy = (U1, o) ¥ I» = (o, 2) y€ > 0 tal que
> Sipe€ I entonces f(x, ) tiene exactamente dos ceros si x € (—€,¢€).
> Sipe I, entonces f(x, 1) no tiene ceros en (—¢,€).

Demostracion. Por la primera y la dltima propiedad junto con el teorema de la funcién implicita, existe
un abierto .# = (—¢,¢) de R y una tinica funcién g de clase C?, g: . — R, u = g(x) tal que

g0 =uy, v flx,g(x))=0 paratodo xe.7.
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Derivando respecto a x esta tltima ecuaciéon tenemos que

dgx);
dx |x:0 =0,

dgx)| 1?
] +ousenst0)

0y f(x,8(x) +0,f(x,g(x))
da

d’gx)|
dx? lx=0

Oxx f (X, 8(X)) +20xy f (x, g(x))

Evaluando en x = 0 tenemos que

d’g(x)

agx)| _
x=0 y dx?

<0.
dx

x=0

Por lo tanto g(x) tiene un maximo en x = 0, demostrdndose asi la existencia de los intervalos I y L. O
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