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Resumen—En este proyecto de grado se considera el
estudio analitico y numérico de la ecuacién diferencial
tipo Liénard con retraso:

2 . .
4pV=(1,(x(1), X7 (1)) x we01L
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1)
en donde V = V(f) es una funcién continua, positiva y
periédica, ¢(x(1), % (1) = G(x(t—1)—-%(8), GERyYy,pE RY.
La ecuacion diferencial (1) describe el movimiento del elec-
trodo mévil (finger) en el actuador microelectromecéanico
conocido como Comb-drive finger cuya dindmica global
contempla la presencia de una fuerza restauradora lineal,
la fuerza electrostitica generada por la fuente de voltaje
V (t) entre los electrodos y el efecto de un retraso temporal
7 =0 debido a un controlador realimentado (feedback), el
cual actida directamente sobre la velocidad del electrodo
movil. Las técnicas matemadticas consideradas para nues-
tro andlisis abarcan el andlisis de ecuaciones lineales con
retraso temporal, el método de perturbacién de mdiltiple
escalas y el teorema de la funcién implicita en espacios
de Banach.
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Abstract—This proposal presents an analytical and
numerical study of the time-delay Liénard differential
equation:
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where V = V(¢) is a continuous, positive and periodic
function, ¢(x(1),%: (1)) = G(x(t—1)—-%(?)), GeER and y,f €
R*. The differential equation (2) describes the motion
of the moveable electrode (finger) in the micro-electro-
mechanical actuator known as Comb-drive finger in the
microelectromechanical actuator whose global dynamics
consider the presence of a linear restoring force, the
electrostatic force generated by the voltage source V(¢)
between the electrodes and the effect of a time delay 7 =0
due to a feedback controller acting directly in the speed
of the moveable electrode. The mathematical techniques
considered for our analysis include the analysis of time-
delayed linear equations, the implicit function theorem in
Banach spaces, and the perturbation method of multiple
scales.
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I. INTRODUCCION

Los sistemas microelectromecénicos, o conocidos
por el acronimo MEMS, es una actual clasificacién de
la tecnologia dedicada a disefar y fabricar dispositivos
o sistemas integrados muy pequefios los cuales combi-
nan componentes mecanicos y electromecénicos. En
1967 H.C. Nathanson y sus colaboradores presentan
el primer modelo matemético de un actuador elec-
trostdtico de placas paralelas con interaccion eldstico-
electrostatica [8], enfocando su trabajo en el estudio
analitico y numérico del voltaje que induce efectos de
inestabilidad en la activaciéon del dispositivo. Dicho
voltaje de critico es conocido como wvoltaje pull-in.
Cuando se llega a este valor critico, un efecto me-
cénico es la posible colisién entre los electrodos fijo y
movil, lo que equivale a dafios del dispositivo. Hoy en
dia, el modelo de Nathanson se ha convertido en un
“modelo canénico” entre los modelos dindmicos sobre
MEMS, con una gran cantidad de articulos dedicados
a su estudio analitico y numérico. Véase, por ejemplo
los articulos [4], [8], [10], [2], [14], [16].

Regleta de electrodos méviles

Regleta de electrqdos fijos

Figura 1: Esquema de un actuador electrostdtico tipo
peine. Gréfica tomada de [13].

Otro actuador electrostatico cuya configuracién es
similar al actuador de placas paralelas de Nathanson
es el actuador electrostatico conocido en la literatura
como Comb-drive finger o bien actuador tipo peine.
El diseno bdésico del actuador tipo peine consiste en
dos electrodos fijos y en medio de ellos un electrodo
moévil el cual se mueve en la direccién ortogonal o
paralela al eje de los electrodos fijos. La ecuacién
diferencial que gobierna el movimiento del electrodo
mévil de masa m ubicado en medio de los electrodos



fijos a una distancia equidistante d, unido a un resorte
con coeficiente de rigidez lineal k, moviéndose de
derecha e izquierda debido a las fuerzas electrostéticas
generadas por una misma fuente de voltaje 7 (s) estd
dada por

oI

mx" +cx +kx =

e(Le)Vz(s)( 11 ]
2 d-%2 (@d+n2)

donde %" = %"(s) representa la aceleracién inducida
en el electrodo mévil, ¢ es el coeficiente de amorti-
guamiento lineal, L,e son pardmetros de fabricacién
y configuracién del actuador y € denota la constante
dieléctrica del medio entre los electrodos. Debido en
parte a la diminutas dimensiones del dispositivo, en el
proceso de fabricacién existen pequenas desviaciones
del electrodo mévil desde el punto medio entre los
electrodos fijos (X = 0). Si se asume una desviacién con
magnitud @ > 0, se puede comprobar que la ecuacién
en la forma

mi" +ci + kx=

e(Le)Vz(s)( 1 ~ 1 J
2 (d-@&+m)2 d+GE+ a))z(e'))

Por medio del cambio de variables

~

m
i=xd-1, s=t9, I = - 4)

la ecuacién (3) puede escribirse en la forma
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En este documento, vamos a considerar una fuente de
voltaje tipo DC-AC, V(?) de la forma

con y= Vi) =v@aT) y B=

V() =vo+6v(D), (6)

con vg € R* (DC-fuente de voltaje directo) y v(f) €
C(R/TZ) de promedio cero. El voltaje V se asume no
negativo, en consecuencia 0 € [0, —vy/ Unmin[ en donde:

Vmax = mMax v(t),

Umin := min v(f).
€0, T) min

te(0,T]

Los MEMS con retraso temporal aparecen frecuente-
mente en aplicaciones practicas de ingenieria de con-
trol. Una de las técnicas para mejorar el desempefo
de este tipo de dispositivos es el uso de controladores
realimentados con retraso en el tiempo introducido
por Pyragas [11]. La sefial de salida de este tipo de
controlador es un valor retrasado de la salida del
sistema al que se le sustrae la salida actual del mismo.

—————————— [~
l Controlador \l
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| N\ _i® I
| + |
\ x(t-1) 7

Figura 2: Esquema del controlador de velocidad reali-
mentado.

Queremos aplicar este controlador realimentado
con retraso 7 = 0 en la velocidad al actuador tipo peine
(5) modificando la sefial de entrada del voltaje, tal
como sugiere el esquema de la figura anterior, es decir

V() = V(t,px(0), %: (1)), con  @(x(8), % (1)) = G(x(t—-T)—%(1)).

El pardmetro G € R se identifica como la “ganancia” del
controlador el cual mide el efecto del controlador en
la dindmica del sistema a través de la diferencia entre
dos valores de la velocidad en dos tiempos distintos.
En este caso, la ecuaciéon (5) queda en la forma:

4BV (L, (1), % (1)) x -

(1-x2)2 -
Se considera el estudio analitico y numérico de la
dindmica de la ecuacién diferencial (7) junto con
una adecuada formulacién del teorema de la funcién
implicita en espacios de Banach (ver [1], [9], [6], [15]).
De manera mds precisa, se desea dar respuesta a las
siguientes preguntas de investigacion:

X+yx+x—u=

, x€]l-11],

P1 ;Existen soluciones periédicas con signo cons-
tante para (7) para pequefos valores del retardo
7?2 De ser positiva la pregunta anterior ;Qué tan
grande puede ser el valor del retraso?.

P2 ;Qué condiciones sobre los pardmetros de ganan-
cia G y retardo 7 garantizan la estabilidad de los
estados de equilibrio de (7) cuando se asume una
fuente de voltaje constante V() = vy, t€R.

Si se asume una fuente de voltaje V(f) = vo+dv(f),con
v(t) una funcién T-periddica, vy = O(1), 6 = 0(%), con
e-pequeio, por medio de un andlisis de perturbacién
con la técnica de escalas multiples queremos dar
respuesta a la siguiente pregunta

P3 Dado un estado de equilibrio X del modelo
auténomo asociado a (7) y y(¢) = x(f) — X una
perturbacién con x(t) solucién de (7) ;Cudl es la
respuesta dindmica del actuador (7) a pequeias
perturbaciones y = O(e) de los estados de equili-
brio cuando se asume una ganancia G = O(e?)?.

II. PRELIMINARES

Teorema 1. Sea f:C — R" y considere la ecuacion
diferencial funcional no lineal

x(0) = f(xe). 8



Diremos que la funcion constante x(t) = xp e R"”, teR
es una solucion de equilibrio para (8) si y solo si f (%) =
0, en donde Xy € C es la funcién constante Xy(t) = xo,
t € R. Al sistema lineal

z(1) = ZL(zy), )

se le conoce como el sistema linealizado (o sistema
variacional) alrededor del equilibrio Xy de la ecuacion
diferencial funcional no lineal (8) en donde £ : C — R"
es un operador lineal y acotado (ver [3], [5], [12]). Sea
A(A) := det(AI — Ly) y considere la ecuacion caracte-
ristica A(A) = 0 correspondiente al sistema lineal (9).
Suponga que

—0:= max Re(1) <0.
A=

Entonces Xy es localmente asintoticamente estable para
(8). De hecho se verifica que

= Existe K>0 tal que
|2(t,0)| = Ke™""[19l],

con z(t,¢) una solucion de (9) z(t) = L(z;) con
condicion inicial zo = ¢ € C.
» Existe b>0 tal que si ||p—Xoll < b entonces

t=0, ¢eC,

() — Zoll < Kllp — Zolle™ /2

para t >0, con x(t) solucién de (8) con condicion
inicial xo=¢ € C.
Si por el contrario Re(1) > 0 para algiin A tal que
A(A) =0, entonces Xy es inestable.

Teorema 2 (Teorema de la Funcién Implicita en Es-
pacios de Banach). Sean X,Y y Z espacios de Banach,
y sean Uc X, V Y conjuntos abiertos y una funcién
f:UxV — Z de clase C*. Ademds suponga que
fxo,y0) =0y %(xo,yo) 1Y — Z es un isomorfismo.
Entonces existe una vecindad Uy de xy y una unica
funcién denominada ¢ de clase C*, la cual cumple
que:

i) ¢(xp)=yo y f(x,¢p(x)) =0, Vx e Up.
ii) Para cada x € Uy, se satisface

of “Liof
Do(x) =— (@(x,tp(x))) (a(x,tp(x))).

Teorema 3 (Teorema de la aplicacién abierta). Sean E
y W espacios de Banach y L: E — W un operador lineal,
continuo y sobreyectivo. Entonces L es una aplicacion
abierta.

Teorema 4 (Alternativa de Fredholm). Considere el
sistema lineal de ecuaciones

X=AMX+R(®), (10)

con A(t) € Mpyxm(C) y R(t) € R™ ambas funciones
continuas y T-perioddicas.

1. Si la ecuacién homogénea X = A()X no admite
soluciones T -periddicas no triviales entonces existe
una tnica solucion T-periddica de (10) para toda
funcion R=R(t) e C([R,R™).

2. Si la ecuacion homogénea admite solucio-
nes T-periédicas no triviales entonces (10)
admite soluciones T-periodicas si y solo si

T
f <R(),Y(t)>dt=0,
0

para toda solucién T-periodica Y (t) de la ecua-
cion adjunta Y = -A*Y, en donde A* = A'" es la
matriz adjunta de A y <-,-> denota el producto
interno en R™.

Lema 1. Para el modelo de Comb-drive desplazado

jé+yfc+x—uzw, x€]-1,1], (1D
(1-x?%)2
para cada u € [0,1] se definen
Omin :=4BV2:,  Omax:=4BV2s,

con
9, (W) =10-cwHBGcw?-4uc)—1).

en donde las cantidades ¢(u) y y(u) estdn dadas por
1/3 4/3
s =~ u2’3+u/(u)+%) v = (u2+4(L1¢2\/) u2+4+8)”3.
Considere la ecuacion (11) con u €]0,1[ fijo. Asuma que
0 < 9min < Imax < 9+ (W),

con 9.(u) dado en (12) y defina ¢(x,u) =
(x— u)(1—x?)2. Entonces, existen tres stiper-soluciones
constantes 6;, i =0,1,2 que satisfacen

P60, ) = Omaxbo, P6;, u) =Ommd;,
y tres sub-soluciones ¢, j=0,1,2 que satisfacen

(I)(fO) u) = 9min§0r (yb(srir u) = Hméxgi» l = 1;2

Mads atin,

i=12,

—-1<ép<6p<0, y 0<d1=&1<gu)<ér=<dar<l.

Teorema 5. Sea u € [0,1[ fijo. Bajo los supuestos del
Lema 1 y las condiciones

. L-M t(\/ZT)
miax ———cot|—|.
LeiM2/T2] /L 2

(13)
Entonces existen al menos tres soluciones T -periédicas

no triviales p(t), ¥1(t) y Wo(t) de (11) tales que
Cosp) <6y, O1=P1()<& y &P <dy,

para todo t € [0,T]. Mds atin,

» Si u=0 entonces W1(t) =0 y p(t) = —2(t) para
todo teR.

» Bajo las condiciones (13) y para u < 1, las tinicas
soluciones positivas, T-periédicas no triviales de
(11) son 1 (1) y W2 (1) y la tinica solucion negativa,
T -periodicas no trivial es p(t).

» Siy<vy* yu<1 entonces p(t) y 2 son inestables,
mientras que si y <min{y*,y**} con

M::l—ﬁmm<(gjz y y<vy':=

Y =2v1-9maxs' (1), sx) =

X
(1-x2)2’

W1(1) es localmente asintéticamente estable.



III. RESULTADOS

Iniciamos nuestro anilisis considerando el caso § =
0, en cuyo caso tenemos la ecuacién auténoma con
retraso
4B(vo + G(x; — %))%x

(1-x2)2

X+yx+x—u= , x€]-11],

(14)

Proposicion 1. Para cada u € [0,1] fijo, suponga que

0<yy< \/ﬂz—(ﬁu) con 9.(u) definido anteriormente. La
ecuacion diferencial (14) admite dos equilibrios %1,
en 10,1[ con el orden 0< %1 < Qu—V4u2+5)/5< %, <
1. Mds atun, si T =0 el equilibrio X, es inestable, por
-483+3uid+u el
%1 (1-%12)

equilibrio X, es localmente asintéticamente estable.

otro lado si se cumple que 0 <7y <2

Corolario 1. Considere el actuador electrostdtico tipo
Comb-drive desplazado

. 4pvix L (15)
i+yi+x—-u=———, x€]-1,1],
Y (1-x2)2
con 0< vy < —ﬂjlg‘) entonces existen exactamente dos

soluciones de equilibrio %x1(u),X»(u) €]0,1[ con 0 <
X1 < Qu+vVau?+5)/5< % < 1. Mds aun, X(u) es
un equilibrio tipo silla y X,(u) es un equilibrio tipo
centro cuyo periodo minimo de oscilacion (periodo del
problema linealizado asociado) esta dado por

4BVa(1+3%3 ()

(1-22(w)?

g =2nl®, con o*=1

Hacemos el siguiente cambio de variables

X1=X, Xo=Xx = Xx1:(0)=x(t—-1), Xp7(t)=x(t-7).

(16)
En consecuencia, la ecuacién (14) queda en la forma
)'Cl = X2
4 = 4P+ Glxyr - X2))%x1
(1 -x}?

17

—YXo—X1+U

Teorema 6. Sea X. = (X1,0) el punto de equilibrio del
sistema (17) con X dado en la Proposicién 1. Se definen

_2(-wG v oq= A +7*+1-/(@+y2+1)2 - 4d?

Vo 2a

_4x - uif-u
bl [l—fcf) ’

Entonces Z, = (X1,0) es un punto de equilibrio local-
mente asintéticamente estable para todo 0 <1 <71 con

. JTla
0— .
Iglméx{l, 1——“} (max{1,lal+ |y +gl} +1g)

(18)
Y

Teorema 7. Sea 1€ . < [O,E’JL] V¥ Zi« = (%1,0) el punto

de equilibrio de (17) con X; dado en la Proposicién 1,

—-483+3uil+u
%1 (1-%7)

x =« (1) la solucion de la ecuacion

ademds 0 <y <2 . Para cada 7 € ¥, sea

43 +3uf+u

& (1-%7)

’

( Ysen(kt) )
K ([x—
1—-cos(xT)

uel0,1[.

en el dominio {(t,x):0<x7 <2n}. Si la ganancia del
controlador satisface la condicion
n ya-i?

G>——, con n= —
1-cos(xT) n 8P vy X1

’

entonces X, = (X1,0) es un punto de equilibrio local-
mente asintoticamente estable del sistema (17). Mds
aun, el minimo valor de G donde se garantiza esta-
bilidad asintética es Gy = —1/2.

Teorema 8. Sea € > 0 fijo y pequeiio. Para el set de
pardmetros

_ . 8BwGH  _ _  8fuGik . _ [—4i+3uif+u
Tt B e B
N 24P +ED K . ( 1 1 )
Wy = (1—56%)4 ’ w3 = (1+5€1)5 + (1_21)5 y
_ 8PUASR
Toa-g2

Considere la ecuacion diferencial con retraso

JHEX(Ey+gyr) + 0y + @y +@3y° = av((@+€*p))ed,

(19)
en donde v(s) es una funcién 2m-periodica y con
promedio v = 0. Entonces, (19) admite una solucién T -
periddica y.(t,€) con expansion asintética de la forma

2 0 4
Vi (t,€) = 2€ks cos(?nt—g*) +2€23w?22(k* cos(?nt—Zp*) —Ski)
(D%w3

3( @
+e( + =
12@

1207 I cos[ﬁ%t—zig*)w(é).

cuya frecuencia de oscilacion satisface 2/ T — o = O(e),
siendo @ la frecuencia natural del oscilador lineal
j+®?y=0. Mds atin, y.(t,€) es localmente estable si
se verifica la condicion
5212
—Y(l ) >0
Sﬁvofl

Utilizando el cambio de variable (16) la ecua-
cion (7) se puede escribir en la forma X(f) =
H(t, X(1),X;(1),G), siendo

{+gcos(@1)>0, © G(-cos(@1))+

’

X
4B (D +G(Hr—5))2x |
(1-x%)%
en donde V(1) = vo+6v (1), X(£) = (x(2), (1)) vy X; (1) =
X(t—1). La funcién H:Rx Qx QxR — R?, definida en
Q={(x,5)eR?*:xe]-1,1[}.

H(t, X, X:,G) = (20)

U—x—-yx+

Teorema 9. Sean ¥;(t), j€1{0,1,2} las soluciones T -
periddicas de (11) con u < 1. Entonces, para cada j €
{0,1,2} fijo, existe 6 >0, y una tnica funcion Xg(t) =
X(t,G) con Ge J=]1-6,0l y X(,G) €U con U c CIT
un entorno de ¥ (1), la cual es T-periddica en t y es
solucion de (7) para todo G e ], es decir,
* Xg()=H(t, X1, X:(),G), X;(t+T)=X;(1), pa-
ra todo teR y Ge J.
* Xo(f) = Wj(r) para todo t € R con V¥; €
{Wo, V1, ¥a}.

Teorema 10. Sea W;(t) = ;1) ¥;(0)" con
j € 1{0,1,2}, las soluciones T-periddicas de



(1)
056]'51/71'(1’)5{]',

con u < 1,
para

para la cual se verifica
todo t € R. Suponga que

4pV2. (14382
(1-&3
donde b* 'y b

. 2G (E1-wé
pr= S STl
Vinax (1_'51)

4BV
GEE

dados
Vinax(1 +5¢3)

(1-¢H4

(1+362) - (;;)2,

1 w2, L2

- - <1
LA +2(b )=
estdn

1V lloo$ 1
1-¢hs

en por

.y b*i= BG,B( A(élvfl)),
Entonces existe un & > 0, y una unica funcion
X:(t) = X(t,7) con 1€ =]-6,6] y X(,1) € U con
Uc CIT un entorno de ¥(t), la cual es T-periddica
en t y es solucion de (7) para todo 1 € ], es decir,

* X (1) = H(t, X(1), X;(8),7), X (t+T) = X;(¢), para

todo teRytel
* Xo(t) =¥ (1) para todo teR.

IV. VALIDACION NUMERICA Y CONCLUSIONES

Para finalizar hemos tomado de [4] los siguientes
valores de referencia para los pardmetros fisicos que
conforman el modelo Comb-drive desplazado (11)

» c=885x10""% Le=16x10"" d =35x107°,
c=1,78x107% m=3,5x10"", k=0,17. Fijamos
un desplazamiento u = 0,05 por lo que se llega
al conjunto de pardmetros 8~ 9,7135x 1074, y =
0,7297, &4 = 0,4677, 9. = 0,7032, vpuy = 13,4529 y
el equilibrio 0 < %; < ¢ estd dado por la raiz del
polinomio

p(x) := ¢(x,0,05) — x = (x—0,05)(1 — x*)> — 4BV x.

La siguiente tabla presenta los valores del equilibrio
X1 v los pardmetros descritos en los teoremas (6) y
(7) para distintos valores de vy fijando una ganancia
G =-50.

Vo X1 T0 -n/2
2.5 0.051 3.000 -364.897
5 0.055 1.340 -168.465
7.5 0.064 0.737 -96.864
10 0.082 0.377 -56.210
13 0.162 0.032 -21.024

Tabla I: Valores asociados a los pardmetros presenta-
dos en los Teoremas (6) y (7), con el set de pardmetros
fisicos anteriormente descritos (Caso G = —50).

Se utilizaran los valores fijos para el voltaje vy =
2,5,13 para caracterizar sus soluciones en el caso sin
retraso y en un caso 7 >0, es decir consideramos los
sistemas

Zl =2
38,8539 x 1074(2,5 — 50(227 — 22))? ,
= x107°( _ (@or =221 (219972, — 21 +0,05
1-25)?
1)
Zl =22
38,8539 x 1074(13 = 50(22; — 22))%2
2= U3~ 50020 = 20721 _ 72972, - 2 +0,05
(1-27)?

(22)
Se utilizaré el paquete jitcdde del lenguaje de pro-
gramacién Python (ver [7]) con el fin de generar una

aproximacion visual de las soluciones de los sistemas
(21) y (22), usando el vector [%; +ty,%; + (2] como
condicién inicial.

D [ I SR Y R
t 1

Figura 3: En la izquierda las soluciones z; y zp del
sistema (21) a lo largo del tiempo ¢, a la derecha
un plano fase con cuatro soluciones con los valores
11 =1 €{-0,25-0,15,0,15,0,25}. Caso 7 =0 en la fila
superior y el caso 7 =1,75 en la fila inferior.
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Figura 4: A la izquierda se observan las soluciones z; y
zy del sistema (22) a lo largo del tiempo ¢, a la derecha
un plano fase con cuatro soluciones con los valores
1 =1 € {-0,25,-0,15,0,15,0,25}. Caso 7 =0 en la fila
superior y el caso 7 =1,75 en la fila inferior.

No es posible caracterizar soluciones con valores
para el retraso 7 mayores a 2, esto nos dice algo
sobre la sensibilidad que tiene el sistema (22) con
los valores que puede tomar el retraso 7, ademads se
ha dicho que el sistema (22) la ganancia fija esta por
debajo al minimo impuesto en el Teorema 7 esto se
relaciona con la incapacidad de determinar soluciones



con un retraso 7 alto. Comparando los resultados
obtenidos en las soluciones a los sistemas (21) y (22)
evidenciamos un mayor efecto de oscilacién alrededor
del equilibrio estable a fuentes de voltaje de valor
cercanas al voltaje critico y a valores del retraso 7
también altos, dicho retraso 7 se mantiene en valores
menores que en casos con fuentes de voltajes mads
lejanas al voltaje critico.

Figura 5: Planos fases de las soluciones asociadas a
diferentes fuentes de voltaje vy a lo largo del eje 7
con vy € {5,10,13}.

Evidenciamos que al aumentar el retraso y la fuente
de voltaje constante las soluciones oscilan cada vez
mds del equilibrio. Con esto cerramos la validacién
numérica de nuestros resultados principales. Un pri-
mer criterio (Teorema 6) brinda un valor explicito y
computable del retraso en términos de los pardmetros
de construccién del dispositivo B, y, el voltaje de
corriente directa vy y la velocidad del controlador |G].
Los resultados numéricos muestran que en el caso
sin retraso (r = 0), las soluciones que convergen al
equilibrio mds rdpido que aquellas con retardo 7 >0,
y en particular estas tltimas presentan una mayor am-
plitud respecto que las primeras. Cabe aclarar que las
validaciones numéricas que se han hecho, muestran
que nuestro resultado analitico es correcto pero esta
lejos de estimar de forma 6ptima una cota superior
para el retraso, en la cual se garantice la estabilidad
del equilibrio %;. El segundo criterio (Teorema 7),
establece una relacién funcional entre la ganancia
GeR vy el retraso 7 € [0,27/®] (® es la frecuencia
de oscilacién natural del dispositivo cerca del equili-
brio estable), que brinda condiciones suficientes para
que el equilibrio %; sea asintéticamente estable para
todo 7 € [0,27/®]. En este caso, se logr6 determinar
explicitamente una cota minima y negativa para G
(minimo feedback), en términos de los pardmetros de
construccién del dispositivo S, el voltaje de corriente
directa vy y el coeficiente de amortiguamiento y. Cabe
resaltar que esta cota minima Gy, y Si criterio de
estabilidad asintética dado por

—y(1-x%)?

G > Gpin =
min 16,31}0561

, V1€(0,2n/®]

guarda una cercana relaciéon con la condicién de
estabilidad de la solucién T-periédica del problema
perturbado obtenido por medio del método de mul-
tiples escalas, al asumir como una pequefia pertur-
bacién del equilibrio %;, asumiendo pequefios efectos
del controlador realimentado, pequefia amplitud de
la fuente de voltaje periédico y pequefia constante

de amortiguamiento. Dicha condicién de estabilidad
establece que

ya-13)?

G -coswt)+ ——
( ) 8Bvy iy

>0 G(1—-cos(@71)) +2Gpin >0,
por lo que esta condicién de estabilidad de la solu-
ci6én periddica implica la condicién de estabilidad del
equilibrio dada en el Teorema 7. Finalmente, se ha
mostrado que para pequefos valores de G y cualquier
valor de 7 existe exactamente 3 soluciones periédicas
(cuya estabilidad persiste). Se propone para futuras
investigaciones las siguientes cuestiones: ;Que efectos
tendria un retraso 7 no constante?, dichos retrasos
se pueden pensar como funciones dependientes del
tiempo ¢ en los sistemas trabajados en este docu-
mento. Aqui no se profundizé en la posibilidad de
integrar funciones histéricas que hagan las veces de
condiciones iniciales para los sistemas trabajados en
el documento, para solucionar los sistemas (21) y (22)
hemos usado el vector [X; +171,0+12] como condicién
inicial, ;como cambian dichas soluciones al imple-
mentar una condicién inicial no constante?.
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