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Abstract

In this work we show the ocurrence of big bnag bifurcation in the two
dimensional stroboscopic map asociated at a canonical form of PWL systems
given by [I3| [I4] whit diferent matrix. the work consists of 3 chapters.

In the first chapter we give a rigorous study of one and two dimensio-
nal discrete maps, canonical forms to two dimensional PWL systems and
stroboscopic maps.

At the second chapter we show the necesary results about the ocurrence of
big bang bifurcation in a one dimensional discrete maps and two dimensional
stroboscopic maps whit the same matrix, too get some elements of [2] to
characterize the exponential matrix in the stroboscopic map and we study
the main propieties of the stroboscopic map asociated a PWL system whit
two diferent matrix to show the occurrence of the big bang bifurcation in
this map.

Finaly in the third chapter we study the DC-DC Buck-Boost converter
model given by [23], from a short description of its operation to the deduction
of its model. After deduce the model we show the topologically equivalent
system given by the canonical form studied in the Chapter[2]and we show the
occurrence of the big bang bifurcation in this canonical form using the original
parametres values and we show other phenomens like coexisting periodic
orbits in the stroboscopic map asociated at the original adimensional system
of the Buck-Boost converter.
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Introduccion

Un convertidor DC-DC es un dispositivo que permite controlar la inten-
sidad de la corriente continua, es decir, se conecta a una fuente de corriente
continua y este genera una corriente continua de salida regulada a un valor
predeterminado. En particular, el convertidor Buck-Boost es un convertidor
DC-DC de gran utilidad, debido a que como indica su nombre, este sirve para
incrementar o disminuir la corriente de entrada para lograr una corriente de
salida con una intensidad ideal. Es muy comiin encontrar este convertidor
en electrodomésticos y paneles solares fotovoltaicos, entre otros dispositivos.
Para mas detalles ver [11], 18, 23, 25| 26].

En [23], se propone un sistema de ecuaciones diferenciales lineal a trozos
de dimension dos o PWL por sus siglas en ingles, que modela la corriente y la
tension de salida del convertidor DC-DC Buck-Boost. Este convertidor DC-
DC cambia su modo de operacion dependiendo del estado de un interruptor,
lo que indica que puede ser modelado mediante un mapa estroboscopico
discontinuo de dimension dos, ver capitulo [I}

En [I2] se presenta una conjetura y algunos resultados en cierta familia
de mapas, referentes a la aparicion de un punto en un espacio dos paramé-
trico tal que cualquier vecindad de este punto contiene infinitas ventanas en
las que se pueden encontrar érbitas periédicas de periodos arbitrariamente
grandes, conocido como punto de bifurcacién big bang. En |2, 4] se reportan
algunas propiedades del mapa estroboscépico asociado a una forma canénica
estudiada en [I3], 4] de los sistemas lineales a trozos discontinuos, familia a
la cual pertenece el mapa estudiado en [12].

Motivados por los resultados reportados en [2 [4] respecto a la aparicion
de 6rbitas periodicas en una familia de mapas estroboscopicos, en este trabajo
se estudia el mapa estroboscopico asociado a la forma canénica del modelo
del convertidor DC-DC mediante simulaciones.
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Capitulo 1

Sistemas dinamicos

Este capitulo se divide en cuatro secciones, en la primera se define el con-
cepto de sistema dindmico, en la segunda se presentan algunos conceptos,
definiciones y resultados del estudio de sistemas dindmicos discretos necesa-
rios para el desarrollo de este trabajo, en la tercera parte se presentan las
formas canonicas para sistemas de ecuaciones diferenciales lineales a trozos
de dimension dos estudiadas en |13, [14], y finalmente en la cuarta seccion se
presenta el concepto de mapa estroboscopico.

1.1. Sistemas dindmicos

La nocion de sistema dindmico proviene de la formalizacion de un proceso
deterministico. El estado futuro de sistemas fisicos, quimicos, biolégicos, eco-
logicos, econémicos e incluso sociales puede predecirse conociendo su estado
actual y la forma en que este evoluciona en el tiempo. Suponiendo que la
forma en la que el sistema evoluciona no cambia, un sistema dindmico es una
terna compuesta por un espacio de estados, un tiempo de evolucién y una
funcion que indica la evolucion de los estados [33].

Definicion 1. [33] Un sistema dindmico es una terna {T, X, ¢'}, donde T
es el conjunto del tiempo, X es un espacio de estados y ¢' : X — X es un
operador que satisface las siguientes condiciones

1) 6" —id.
2) ¢'5 = @' o ¢, para todo t,s € T.

En este orden de ideas, un sistema din&mico a tiempo continuo tiene por
conjunto 7" a un subconjunto de R y uno a tiempo discreto tiene por conjunto
T a un subconjunto de Z.
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Los sistemas dinamicos a tiempo continuo por lo general estan definidos
por ecuaciones diferenciales. Un resultado fundamental del estudio de ecua-
ciones diferenciales conocido como el teorema de existencia y unicidad,
permite definir el operador ¢' de un sistema dinamico a tiempo continuo
definido por una ecuaciéon diferencial.

Teorema 1. [33] Considere el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

= f(x), zeR", (1.1)

donde f es una funcion suave en una region U C R"™. Entonces existe
una unica funcion x = x(t, 7y) que satisface las siguientes condiciones, para
todo ¢y € U

1) x(0, x) = .

2) Eziste un intervalo J = (—01,02), con d19 = 012(x9) > 0, tal que para
todot € J,

y(t) = =(t, z0), y(t) = fy(1),

Por el Teorema (1| se define el operador ¢' : R” — R"™ como

?'(x0) = x(t,%0), (1.2)

para sistemas a tiempo continuo, el operador ¢'(x) recibe el nombre de
flujo y se represnta como ¢'(x) = ®(t, x).

Por otra parte, en los sistemas dindmicos a tiempo discreto el operador
¢! esta definido por una funcion f que itera al componerse con sigo misma y
es conocida como mapa, por notacion, la n-ésima composicion de la funcion
f con sigo misma se simboliza como f(™ (x). Estos operadores se estudiaran
a profundidad en la siguiente seccion.

El estudio cualitativo de algunos sistemas dindmicos resulta ser una ta-
rea sumamente compleja en algunos casos, por eso muchas veces se realizan
transformaciones que dan como resultado sistemas dindmicos mas simples.

Definicion 2. [2]] Dos sistemas dindmicos {X,T,¢'} y {X, T, '} son to-
pologicamente equivalentes si existe un homeomorfismo h que preserve la di-
ndmica de un sistema en el otro, por medio de la ecuacion

hof=goh, (1.3)

con [ y g mapas discretos o flujos a tiempo continuo.
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Finalmente se define la estabilidad estructural de un sistema dindmico
{X7 T’ ¢t}7

Definicion 3. Un mapa f (o flujo) es estable estructuralmente si existe € > 0
tal que todas las perturbaciones § < e de clase C' de f produzcan mapas (o
flujos) topoldgicamente equivalentes a f.

1.2. Teoria de mapas

En esta seccion se estudian algunas definiciones de conceptos fundamen-
tales en la teoria de mapas tomadas de algunos textos clasicos de sistemas
dindmicos discretos. Considere el mapa definido por:

Xni1 = f(%n), (1.4)
donde x, € RN, f € C*(RY),y n, N € N,

Definicion 4. [Z]] Un mapa de la forma (1.4) es invertible si para cada
x, € RY | existe un 1inico ¢y € RY tal que z; = f(xp).

Ejemplo 1. Tome el mapa defindo por x,.1 = 22, con x, € R y el punto
x1 = 4. Note que los puntos {—2,2} satisfacen f(2) = f(—2) = x1 = 4, por
lo tanto este mapa no es invertible.

Por otra parte el mapa definido por x,,1 = 3x, + 1 si es invertible, ya
que para todo 1 € R existe un unico xg € R tal que x1 = 3xo+ 1 y estd dado

por Ty = "“?:1.

Definicién 5. Un mapa F : RN — RY es lineal si es de la forma

T, = F(z,) = Az, + b, (1.5)
con A una matriz cuadrada de orden N y b € RY.

Definicién 6. [33] Dado un mapa f. La drbita de un punto £ € RY es un
subconjunto ordenado de RY, definido por

Or(z) = {z, eRY : z, = f(z),n € T}, (1.6)

donde T es el conjunto del tiempo correspondiente al sistema dinamico,
note que si el mapa f no es invertible entonces 7' C N.

Definicion 7. [I0] El punto £ € RY es un punto fijo para f si f(x) = z. El
punto x es un punto periddico de periodo n € N si f"(x) = x. El n menor
entero positivo para el cual f"(x) = x se llama periodo principal de x. Note
que un punto fijo es un punto periodico con periodo principal n = 1.
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Ejemplo 2. Considere el mapa v, = f(z,) = —x2, note que f(0) = 0,

lo que convierte a 0 en un punto fijo de f. Por otra parte f(1) = —1 y
f(=1) =1, lo que convierte a —1 y 1 en puntos periddicos de f con periodo
principal 2.

Un mapa no necesariamente tiene un solo punto fijo, por ejemplo el si-
guiente mapa tiene infinitos puntos fijos.

Ejemplo 3. Considere el mapa de R? a R? definido por

1 2
Tpi1 = 0 1 .

Los puntos fijos del mapa anterior son todos los puntos de la forma:

{:L'ER2::1::a[1 O]T,QGR}.

Definicién 8. La drbita Or(p) de un punto periddico p de periodo principal
n, se conoce como una orbita periddica de periodo n.

Note que la 6rbita del punto x = —1 del mapa presentado en el Ejemplo
es una orbita periddica de periodo dos y esta compuesta por los puntos
{-1,1}.

Si la funcion f esta definida a trozos o es discontinua, se dice que el mapa
estd definido a trozos o es discontinuo y su dimension es la dimension del
espacio de salida y de llegada de la funciéon f. En este trabajo se estudian
mapas lineales discontinuos de dimensién dos definidos a trozos con dos zonas
y el eje y como zona de conmutacién. Este tipo de mapas pueden tener
problemas con sus 6rbitas en cuanto la posibilidad de que estas se presenten
o no, dependiendo de los dominios que tome la funcion f. Para ilustrar esta
idea considere el siguiente mapa:

Ejemplo 4. Definamos las siguientes regiones de la recta real:

Y, ={zeR:z <0},
Yp={reR:xz>0}.

Ahora considere el siguiente mapa de dimension uno:

fr(zn) = =223, x, € X,
fr(zn) = T, T, € XL

Tnt1 = f(zn) = {
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Note que los puntos {—2,1} forman una drbita periddica para este mapa,
porque f(—2) =1€ Xp y f(1) = =2 € 3. Si las regiones Xg y X1, cambian,
entonces esta orbita puede dejar de existir. St se redefinen las regiones de la
siguiente forma:

Yp={zeR:z< -3},
Yp={reR:z>-3},

la orbita {—2,1} deja de existir, pues f(—2) = —16 # 1.

La zona de conmutacion de un mapa definido a trozos con dos zonas es la
frontera de sus zonas, en Ejemplo anterior la zona de conmutacion es el punto
x = 0y después el punto z = —3. Note que los mapas fr y fr comparten
el mismo punto fijo x = 0, pero el mapa f; nunca alcanza este punto fijo
debido a que este se encuentra en la region >, esto se conoce como un punto
fijo virtual. En el caso del mapa fr que su punto fijo esta en su dominio se
le conoce como un punto fijo real.

Para estudiar la presencia de orbitas periodicas en mapas definidos a
trozos con dos zonas como el mapa del Ejemplo anterior se adopta la dina-
mica simbélica utilizada en [2] 5] [16], esta es una secuencia de simbolos
que muestran la zona en que se ubica la n-ésima iteracion del mapa f sobre
una condicion inicial x.

Definicién 9. Dado un mapa P : R?> — R?, se considera la representacion
simbdlica de la drbita de un punto & como Ip(x) € {L, R}, donde

Ip(z)(k) =

{ L si el P*z) <0, (1.8)

R si el'Pk(z)>0

con e, el primer vector candnico de R?. Si el mapa P es de dimension
uno entonces la representacion simbolica es la siguiente

IO S

Note que la representacion simbolica de una orbita peridédica también es
periddica, por eso la tomamos como una secuencia finita de simbolos L y R.
La dindmica simboélica también permite clasificar a las 6rbitas periodicas en
familias, por ejemplo la familia LR es una familia a la que pertenecen todas
las orbitas de periodo dos que tengan un punto en semiplano izquierdo y
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otro en el semiplano derecho en mapas de dimensiéon dos o del punto x = 0
en mapas de dimensiéon uno. En el caso del Ejemplo {4l la representacion
simbolica de la 6rbita {—2, 1} estaria dada por LR debido a que es una érbita
de periodo dos con su condicion inicial es negativa y su siguiente componente
es positiva.

Una vez definida la dindmica simbdlica de una orbita, se habla del con-
cepto de admisibildad de una o6rbita, ya que como se mostro en el Ejemplo
se puede presentar que un mapa definido a trozos admita o no la existencia
de una orbita periddica dependiendo de su zona de conmutacion.

Por notacién se tomaran los exponentes dentro de paréntesis como indice
de una sucesion.

Definicién 10. Sea P : R? — R2%. Una drbita periddica de periodo n con
representacion simbélica (I, ..., I™), donde IV) € {L, R}, j=1,...,n es
admisible si existe x tal que Ip(x) = (1M, ... ™).

Debido a que el enfoque de este trabajo es detectar numéricamente la
existencia de orbitas periddicas, es necesario que estas 6rbitas puedan al-
canzarse mediante iteraciones. Para empezar a estudiar el comportamiento
de las o6rbitas de un mapa, se define el concepto de punto asintético hacia
adelante de un punto periédico.

Definicién 11. [19/ Sea p un punto periddico de periodo principal n del mapa
f. Un punto £ € RY es asintdtico hacia adelante a p si lim, . (f"(z)) = p.
El conjunto estable de p, denotado por W5 (x), consiste en todos los puntos
asintoticos hacia adelante de p.

Ejemplo 5. Tome el mapa del Ejemplo @ Note que para todo x € (—1,1) se
cumple:

T (/7(2) =
ademds, para todo x € (—oo, —1) U (1,00), lim, o (f™(x)) no eziste, por
lo anterior, el conjunto W,(0) = (—1,1).

Si se toma una condicion inicial dentro del intervalo (—1,1), después de
cierto niimero de iteraciones el mapa del Ejemplo 2| converge al punto fijo
x = 0, pero fuera de este intervalo ninguna condicion inicial lo alcanzara.
Por lo anterior es necesario garantizar que si las 6rbitas periddicas existen,
estas puedan alcanzarse después de algin numero finito de iteraciones. Esta
propiedad se conoce como la estabilidad de las orbitas periddicas.
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Existen resultados relacionados con una propiedad de los puntos perio-
dicos de los mapas que permite predecir el comportamiento de las érbitas
de ciertos puntos bajo algunas iteraciones del mapa. Esta propiedad es la
hiperbolicidad de los puntos peridédicos que serd definida a continuacion.

Definicién 12. [1(] Un punto fijo p del mapa F : RY — RY se llama hiper-
bolico si el jacobiano de F' en p, JF(p) no tiene valores propios en el circulo
unitario. Si el punto es periddico de periodo n, entonces p es hiperbolico si
JE"(p) no tiene valores propios en el circulo de unidad.

Note que todos los puntos fijos del mapa del Ejemplo |3| son puntos no
hiperbolicos, pues el valor propio de su jacobiano tiene valor absoluto de uno y
multiplicidad algebraica 2. En total existen tres tipos de puntos hiperbolicos,
estos son: atractores, repulsores y sillas.

Definicion 13. Sea F : RY — RN y p tal que F"(p) = p, para n € N:

1) p es un sumidero o punto periddico atractor si todos los valores propios
de JF"(p) son menores a uno en modulo.

2) p es una fuente o punto periddico repulsor si todos los valores propios
de JF"(p) son mayores a uno en modulo.

3) p es una silla si algunos valores propios de JF™(p) son menores a uno
en modulo y otros mayores.

Si un punto es atractor, este sera estable, si es repulsor serd inestable y
si es una silla existen conjuntos en los que es estable y otros en los que es
inestable, ya que tiene algunos valores propios son menores a uno en modulo
y otros mayores.

Teorema 2. Si el punto fijo £ de un mapa lineal F : RN — RY es un
sumidero, su conjunto W,(x*) es igual a RY.

Demostracién. Por definicion, el conjunto W(x*) C RY. Ahora se probard
que RN C W,(z*), tomando ¢y € RN y x,, = F(=x,) = Az, + b.
Para empezar, note que el punto fijo del mapa F' esta dado por

= (I —A)"'b,

Iterando el mapa F' n veces se llega al siguiente resultado
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x, = Azy — (A" — )",

Como x* es un sumidero y el jacobiano de F es la matriz A, entonces los
valores propios de A son en modulo menores a uno, por lo tanto el siguiente
limite es cero

lim A" = 0N><N7
n—r00

por lo tanto

lim z, = x.
n—oo

A continuacion se muestra un resultado clave en el estudio de la dinamica
clasica de mapas discretos, conocido como el teorema de Hartman-Grobman.

Teorema 3. [10] Sea p un punto fijo hiperbdlico del mapa [ y suponga que
f'(p) = A con los valores propios de A diferentes de 0 y de 1. Entonces
existen las vecindades U de p y V de 0 € RN, N > 1 y un homeomorfismo
h:U — RY el cual corresponde al mapa f en U con el mapa lineal L(x) = Az
en V.

El Teorema [3| junto con la clasificacién de los puntos hiperbélicos, son
herramientas muy ttiles al momento de estudiar la dindmica de un mapa con
puntos fijos hiperbolicos. Gracias al Teorema [3|es posible estudiar localmente
el comportamiento del mapa f como un mapa lineal de la forma x,,,; = Ax,
con A = JF(p) para alguna veccindad del punto fijo p mientras este sea
hiperbdlico.

Estudiando los valores propios de A, el punto fijo p se clasifica como uno
de los tres tipos de punto fijo hiperbolico. Al clasificar el comportamiento del
punto fijo p como atractor, repulsor o silla, es posible conocer las variedades
en donde las orbitas tienden a accercarse o a alejarse de este punto.

Ejemplo 6. Considere el mapa de dimension uno definido por x,1 = f(x,) =
tx,(1—x,). Sus puntos fijos son los x que satisfacen la ecuacion f(z)—z =0,
estos puntos son {—1,0}.

Examinemos si estos puntos son hiperbolicos, verificando que el valor ab-
soluto de la derivada de f es diferente de uno en ambos casos.
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Una vez verificada la condicion de hiperbolicidad de ambos puntos fijos,
se cumplen las hipdtesis necesarias para el teorema de Hartman-Grobman.
Aplicando este resultado, se tiene que en una vecindad del punto x = 0 el
mapa f se comporta como el mapa x,11 = L(x,) = %xn, note que L' (z) = %,
lo que lo convierte en un atractor. Gracias a este andlisis es posible concluir
que existe una vecindad del punto x = 0 en la que las orbitas de sus puntos

tienden al punto fijo x = 0.

Por otra parte, existe una vecindad U del punto fijo x = —1 y un homeo-
morfismo h : U — R que corresponde las drbitas de los puntos de f en U
con las del mapa x,1 = L(x,) = %xn en una vecindad V de x = 0. Como
L (x) = %, el punto x = —1 se comporta localmente como un repulsor.

0.8
0.6 - i
04 b
0.2 . b
Tn b . : 6 . . !
02F . ° ) .
04 ° 4
-0.6 - b
o8, 2 3 4 é 6 7 8

n
Figura 1.1: Orbitas que convergen al punto fijo z = 0.

En la Figural1.1], se muestra que las drbitas de varias condiciones iniciales
cercanas al punto fijo x = 0 convergen a el, es por ello que este punto fijo es
estable. Ahora tome condiciones iniciales cercanas al punto fijo x = —1.

La Figura[I.9 muestra que las condiciones iniciales cercanas al punto fijo
xr = —1 tienen orbitas que tienden a alejarse de este punto con las iteraciones.
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n

Figura 1.2: Orbitas que se alejan del punto fijo z = —1.

La cantidad y estabilidad de las 6rbitas periddicas junto con otros com-
portamientos de un mapa pueden cambiar si algunos factores fijos llamados
parametros alcanzan ciertos valores criticos. Para ilustrar el concepto de
parametro considere los siguientes ejemplos

Ejemplo 7. Suponga que usted solicita un préstamo bancario por una can-
tidad x de dinero y el banco accede a prestarle este dinero en el primer mes
a una tasa de interés mensual . La cantidad de dinero que usted deberd
al banco en el mes n+ 1 (x,.1), dependerd de la cantidad que debe en el
mes n (r,), esta cantidad también depende de la tasa de interés de la forma
Tpil = Tp + ATy

El ejemplo anterior es de un mapa de dimension uno con un parametro (la
tasa de interés \), porque a pesar de que es fija, si ustéd solicita un prestamo
por la misma cantidad inicial de dinero pero con una tasa de interés diferente,
el dinero que debera al cabo de un tiempo sera distinto.

Ejemplo 8. Considere una poblacion aislada de zorros y conejos, los conejos
se reproducen a una tasa mensual de o y los zorros los cazan a una tasa
mensual B, por lo tanto la poblacion de conejos en el mesn+1 (x,.1) depende
de la poblacion de conejos y zorros en el mes n (x, y y, respectivamente) de
la forma x, 1 = ax, — Br,y,, mientras que la poblacion de zorros en el mes
n+1 serd ypi1 = —YYn + 00y, donde v es la tasa de reproduccion mensual
de los zorros y 0 es una tasa de aprovechamiento o beneficio de los zorros
POT COmer conejos.

El ejemplo anterior es el caso de un mapa de dimensién dos con cuatro
parametros, «, 3,7 y 0. Si estos pardmetros cambian pueden llevar a las
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especies de una posicion de equilibrio en la que la cantidad de ambas especies
se mantenga constante al pasar del tiempo a que alguna de las dos especies
se extinga. Estos cambios se conocen como bifurcaciones

Definicion 14. [2]] Una bifurcacion ocurre en un valor del pardmetro
p = o del sistema dindmico {X,T,¢'} si el sistema no es estructuralmente
estable.

La codimension de la bifurcacion es la dimension del espacio de pard-
metros al que pertenece el parametro p.

Un diagrama de bifurcacion es una grdfica de la dindmica estacionaria
del sistema dindmico para un rango de valores del parametro p y una cierta
condicion inicial xy.

Una forma intuitiva para entender el significado de bifurcacion es pensar
en un valor critico para un parametro, que si se mueve de este valor modificara
la dindmica del sistema. Para ilustrar este concepto que es fundamental para
este trabajo, considere los siguientes ejemplos

Ejemplo 9.
E(z) = \e®, z, A €R. (1.9)

El mapa generado por la funcion presentada en es conocido como
el mapa exponencial, este mapa presenta dos bifurcaciones: la bifurcacién
silla nodo o bifurcacién tangente y [a bifurcacién del doblamiento de
periodo. La primera se presenta en \ = %, aqui el mapa pasa de tener dos
puntos fijos, uno estable y uno inestable cuando \ < % a uno solo inestable
cuando A\ = % a ninguno después. FEn la figura se muestran los puntos
fijos del mapa (negro estable y rojo inestable), los ltimos puntos de la orbita

generada por una condicion inicial ro = 0.

La otra bifurcacion ocurre en A = —e, aqui el mapa pasa de tener un
punto periddico de periodo 2 cuando A < —e, a un punto fijo no hiperbdlico
cuando X = —e, a un punto fijo atractivo cuando —e < A\ < 0, como se

muestra en la Figura |1.4):

Note que en la Figura hay un punto periodico estable de periodo 2,
que luego se convierte en un punto fijo estable, a diferencia de la Figura[I.3,
donde hay dos puntos de fijos que luego colisionan.
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0 T Il Il Il Il Il
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 04

Figura 1.3: Bifurcacion silla nodo para la familia exponencial

Figura 1.4: Doblamiento de periodo para la familia exponencial

Ejemplo 10. Ahora considere la familia cuadrdtica definida por:

F(z) = px(l — x), z, € R. (1.10)

Esta familia presenta una bifurcacion en p = 1, cuando p = 1 el mapa
tiene solo un punto fijo no hiperbolico, en caso contrario tiene dos puntos fijos
cuya estabilidad depende del signo del producto de p con el punto, también
presenta doblamiento de periodo, como se muestra en la figura[1.5
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Figura 1.5: Diagrama de bifurcacion para la familia cuadratica

Note que esta familia se diferencia de la familia exponencial por que siem-
pre tiene 2 puntos fijos, pero su estabilidad cambia para distintos valores de pu,
note que a diferencia de la familia exponencial, la familia cuadrdtica permite
dar una formula explicita de sus punto fijos.

-1
vi=0, at=E"" (1.11)
Note que cuando p = 1, los dos puntos fijos colisionan, pero después se

separan de nuevo y que para cierto valor de p, el equilibrio x5 deja de ser
estable y aparece un punto periodico de periodo 2, luego uno de periodo 4.

Ejemplo 11.

x, st 0 i
Xp1 = Ty() = { K . ) (1.12)
2

uw(l —x) si

/\ I/\
I/\ I/\

este mapa tiene un unico punto fijo para p € (0,1) y para > 1 el mapa
T tiene dos y presenta doblamiento de periodo. Su punto fijo esta dado por:

= = st pu>1. .

El diagrama de bifurcacion del mapa T' se muestra en la Figura[I.6
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Figura 1.6: Diagrama de bifurcacion del mapa tienda

Los mapas mostrados en los Ejemplos [9] [10]y [TT] son mapas clasicos, con
ellos se espera haber dado claridad al lector sobre el concepto de bifurcacion.

Una bifurcaciéon es suave si se presenta en mapas no definidos a trozos
[24], como las bifurcaciones mostradas en los Ejemplos [9] [L0] y [11] Por otra
parte una bifurcaciéon es no suave si solo se presenta en mapas discontinuos
definidos a trozos, las bifurcaciones por colision de borde son bifurcaciones no
suaves que se presentan cuando un integrante de la 6rbita perioddica colisiona
con la zona de conmutacion discontinua del mapa y genera cambios en dicha
orbita.

Ejemplo 12. Considere el siguiente mapa lineal a trozos de dimension uno
con un pardmetro

B | fule,0) =iz, +a, si oz, >0,
Tusr = ST, @) = { Jr(@n, @) = 52,4+ 3, si 2, <O, (1.13)

la zona de conmutacion del mapa f es discontinua si o # %

Note que {%, %} es una orbita periodica del mapa f para valores
de o dentro del intervalo (_?4, _Tl), pero cuando o = _?4 0 = %1 alguno
de los inegrantes de la orbita periddica colisiona con la zona de conmutacion

discontinua, la orbita desaparece pues deja de ser admisible.

El Ejemplo es el ejemplo de una bifurcacion por colision de borde,
para mas detalles ver [16] 24]. La bifurcacion que se busca detectar en este
trabajo es una bifurcacion por colision de borde de codimensiéon dos llamada
bifurcacion big bang, que serd estudiada en el Capitulo 2] A continuacion se
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presenta el mapa estudiado en [0l [7] en el que se reportd por primera vez una
bifurcaciéon de codimensién dos que implica la existencia de un punto en un
espacio dos paramétrico en el que colisionan infinitas curvas de bifurcacion.

fL(x'mba C) = bxn + ¢, st T, < 0,

fR(x’rua) =Ty —a, s1 Ty, Z 07 (114)

Tnt1 = f(xrwaa b7 C) = {

El mapa (1.14) tiene la zona de conmutacion z = 0 discontinua, ya que
fr(0) # fr(0). A continuacion se muestran dos bifurcaciones por colision de
borde que presenta este mapa llamadas adicion de periodo y bifurcacion big
bang

Ejemplo 13. La adicion de periodo se obtiene variando uno de los pard-
metros del mapa, en el caso del mapa (1.14) se varia el pardmetro c. Esta
bifurcacion implica que si el mapa alcanza una drbita periddica de periodo n
para un valor ¢ = ¢y y una orbita de periodo m para un valor ¢ = ¢y, con
co < c1, entonces existe un valor ¢, € [co, 1] para el cual el mapa tiene una
orbita de periodo n + m.

Ahora analice el punto fijo del mapa fr, dado por

*
Xy =

1.1
< (1.15)

Note que si se toma b < 1, el punto fijo serd virtual para valores positivos
de c y si tomamos ¢ < 1 este punto fijo también serd estable.

Periodos
)

0 I I I I I I
-0.005 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03
c

Figura 1.7: Diagrama de periodos del mapa ([1.14]) con los pardmetros b = 0,5,
a = 0,05 y variando el parametro c.
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El grdafico de la Figura es un diagrama de periodos, un grifico que
muestra el valor de los periodos de las drbitas periddicas alcanzadas por el
mapa para cada valor del pardmetro que se mueve ¢ en este caso.

La Figum nos permite concluir que el mapa presenta una bifur-
cacion de tipo adicion de periodo para cierto rango de valores del pardmetro
c.

En la Fz'gum se muestra el diagrama de bifurcacion del mapa (|1.14])
para el rango de valores de ¢ usado en la Figura[I.7l En este diagrama tam-
bién se puede observar la adicion de periodo que presenta el mapa (|1.14)).

0.03 T T T

ol =

z | 0 // = /
oo / ~ -

o02] //

o
//
-0.03 - 1
e
-0.04 - / /
- /
-0.05 Luaer L L 1 1
-0.005 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

C

Figura 1.8: Diagrama de bifurcacion del mapa (1.14) con los parametros
b=0,5 a= 0,05y variando el parametro c.

Ahora se mostrara que el origen del plano de parametros (¢, a) es un punto
en el que se intersecan infinitas curvas de bifurcacién, en otras palabras es
un punto de bifurcacion big bang, ver Capitulo [2]

Ejemplo 14. Para empezar se tomara la sustitucion de los pardmetros a y
c por rsinf y rcosf respectivamente, conr >0 y 0 € [0, g] .

Proposiciéon 1. El mapa f de (1.14) satisface la siguiente propiedad de
homotecia

flra,r,0,b) =rf(x,1,0,b), (1.16)

La prueba de esta proposicion es trivial, ya que una vez hecha la sustitu-
cion solo debe factorizar r. Como una consecuencia directa de la Proposicion
se tiene el siguiente resultado para las drbitas del mapa (1.14)).
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Proposicion 2. Las drbitas de cada z bajo el mapa f de (1.14)) satisfacen
la siguiente igualdad

O(z,7,0,b) =rO0(r 'z, 1,0,b), (1.17)

Por lo que estudiar el comportamiento del mapa f puede reducirse a es-
tudiar el caso particular r = 1. Este resultado permite saber que las curvas
de bifurcacion en este espacio de pardmetros son lineas rectas que cortan en
el origen. Para estudiar la aparicion de la bifurcacion big bang en el mapa

([1.14), se muestra el diagrama de la Figura[1.9

0.8 i

0.7

0.6

0.4 “ = = _ =
03 =

0.2

o1 fl/

Figura 1.9: Plano de parametros (c,a), las lineas rectas o curvas de codi-
mension uno que se intersecan en el origen separan las regiones del primer
cuadrante en las que las orbitas peridédicas del mapa tienen el mismo
periodo.

1.3. Las formas canodnicas

En esta seccion se presentaran las formas canonicas definidas en [13] y
[14] para un sistema de ecuaciones diferenciales lineal a trozos o PWL por
sus siglas en ingles (piecewise linear), cuya zona de conmutacion es la recta
el'x =0, con e; el primer vector canénico de R? y x € R2. Los sistemas PWL

son de la forma:

FL(X), St XGEL,

FR(X), st XEER, (118)

xzm@:{
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donde los campos vectoriales Fy, v Fr estan definidos por:

FL(X) =Arx+ by, FR(X) = Agrx + bg,

con Ayp gy matrices de orden 2, byy gy € R? y las zonas Y, Y estan
dadas por:

Y = {x e R?:elx < 0},

1.19
Yp={xcR?:elx >0}, (1.19)

Se dice que el sistema ([I.18)) es continuo si todo y € R satisface F,) =
Fr(0,y), en este caso se asume que el sistema ([1.18)) es discontinuo.

1.3.1. La forma Canodnica:

En [13] se presenta por primera vez el siguiente homomorfismo para un
PWL de la forma (1.18)) que cumpla con ak,al, > 0 para llevar al sistema a
una forma canonica:

1 0 X — 0 xeXy
@52 _G{E bf ’ b
H(x) = (1.20)
ab, | 1 0 10

Al aplicar (1.20) a un PWL de la forma (1.18)), se llega al siguiente sistema:

CL
X = (1.21)

FR(X):|:§§ _01:|X—|:;Rb:|, s X € Xp,

FL(X):{;Z _Ol]x—{o}? st X €Sy,

donde Ty, ry y dfz,ry son las trazas y determinantes de las matrices Ay, )
respectivamente y los parametros ¢y, cr v b estan definidos por

L
a
Ll LL _ %2, RyR RR
cr = appby —axnby, cp= uR (ayyby — anyby’),

12
L

a
121 R L
D)
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Note que ([1.21]) y (1.18) son sistemas topologicamente equivalentes debido
a que sus Orbitas se corresponden bajo el homomorfismo H(z) definido en

1.20) (ver [22] B3]). Por lo tanto estudiar el comportamiento del sistema
1.18|) es equivalente a estudiar el comportamiento del sistema , solo
que con siete parametros en vez de doce.

Ahora se presentard un breve anélisis de la estabilidad de la zona de
conmutacion de ([1.21)), para eso es necesario conocer el comportamiento de
los campos F{&E} en dicha zona (X):

(el F(x))(e] F"(x)) < 0. (1.22)

Ahora considerando el pardmetro b mostrado en (1.21)), definimos el con-
junto de deslizamiento dado por:

¥ ={xeT:ejxb>0,yl <|b|}. (1.23)

Para b positivo el conjunto definido en (1.23) serd inestable y para b
negativo estable.

1.3.2. La forma canénica normalizada:

En [14] se define un cambio de variable que convierte a la forma canonica
(1.21) en un nuevo sistema, la forma canonica normalizada, dichas variables
son:

A; = (Ty)* — 4d;,
1, St Aj < 0,

m; = O, S1 Aj = O,
1, st Aj > 0,
WAL A #0, (1.24)
W, =
’ 1, A] == 0,
CL]' = %,
J
T-
Vi = ﬁv

con j € {L,R}.
Al transformar las coordenadas (z,y.t) a (£,y,L) se obtiene la forma
cano6nica normalizada definida por:



22 CAPITULO 1. SISTEMAS DINAMICOS

o 2’}/L -1 . 0 . T
Fr(x) = [7%—7”% 0 ]x LLL]’ si e;x <0,

X = (1.25)

2")/R —1 —b . T
= — >
Fr(x) [ Vim0 } X |:CLPJ , sioegx > 0.

Note que la traza y determinante de las matrices en la forma candnica
normalizada estan dadas por 2v; y D; = fy]?—m?, j € {L, R} respectivamente,
y que sus valores propios son:

Lo que le da al pardmetro modal m; el papel de controlar la naturaleza
topologica del equilibrio del campo vectorial Fj(x) del sistema siem-
pre que este exista, es decir su comportamiento y junto al parametro -y; su
estabilidad. En la tabla se muestra el comportamiento de los equilibrios
del sistema dependiendo de los parametros v; y m;, j € {L, R} y en la tabla
se muestra su estabilidad dependiendo de los mismos paradmetros:

Casos de la forma canénica normalizada
Wj|= m; 1 0 i
|7l =0 Silla No hiperbolico | Centro
0<|yl<1 |[Sila Nodo Foco
Iyl =1 No hiperbolico | Nodo Foco
Iy > 1 Nodo Nodo Foco

Tabla 1.1: Comportamiento de los equilibrios en la forma canénica normali-
zada.

Casos de la forma candnica normalizada
Vi, M5 1 0 i
v < —1 Estable Estable Estable
—1<7; <0 | Semiestable Estable Estable
v; =0 Semiestable No hiperbolico | Estable
0<y <1 Semiestable Inestable Inestable
v > 1 Inestable Inestable Inestable

Tabla 1.2: Estabilidad de los equilibrios en la forma canoénica normalizada.
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Finalmente es importante aclarar que el conjunto de deslizamiento defi-

nido en (|1.23)) de los sistemas ([1.21)) y (1.25) tienen la misma estabilidad.

1.4. Mapas estroboscopicos

El concepto de mapa estroboscéopico es fundamental para el desarrollo de
este trabajo, pues es este el tipo de mapa que se estudiard en el capitulo |2|y
en el que se buscara la presencia de la bifurcacion big bang .

Considere el sistema de ecuaciones diferenciales conx € ST, N e N,
STCRYy f: 57 - RN e CYRY).

suponga que 1" > 0, la secciéon de Poincaré 11, se define como:

[, = {x:s:=tmod(T) = s0} N ST. (1.27)

El mapa estroboscopico de Poincaré P : Il — Il se define como

Py(x(to)) = x(to + T). (1.28)

El mapa estroboscopico es un salto en el tiempo de la variable x, este tipo
de mapas se usan frecuentemente para modelar de forma adecuada distintos
fenémenos de electronica, economia, entre otras disciplinas [31], 15 28, B0,
29, 3].
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Capitulo 2

Mapas estroboscopicos y
bifurcaciéon big bang

Este capitulo se divide en tres secciones, en la primera seccién se presenta
la caracterizacion de la matriz exponencial del mapa estroboscopico asociado
a la forma canonica normalizada de un sistema PWL utilizada en [2]. En
la segunda seccion se reproducen los resultados reportados en [2] y [12] que
motivaron este estudio. Finalmente en la tercera secciéon se presenta un estu-
dio del mapa estroboscopico siguiendo la metodologia empleada en [2] y se
muestra la presencia de la bifurcaciéon big bang en este mapa.

2.1. La matriz exponencial

En esta seccion se toman algunas funciones definidas en [2] que permiten
el estudio de la matriz exponencial ® = e4’ de un mapa estroboscopico
asociado a un sistema PWL en su forma canénica normalizada, ver ({1.25).

Para cada k € N, considere las funciones C(mt) y Si(mt) definidas por:

sinh kmt .
S siom # 0,

Cr(mt) = cosh kmt, Si(mt) = (2.1)
kt, st m =0,

Estas funciones pueden ser reescritas en términos del parametro m de la
forma que se muestra en ({2.2)):

25
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coshkt, si m =1, sinhkt, si m=1,
Cr(mt) =< 1, si m=0, , Si(mt)=< kt, si m =0,
coskt si m =1, sinkt st m =1,

(2.2)

Para aligerar la notacion, se definen las siguientes funciones:

pi (mt) = Cy(mt) + ~Sy(mt), (2.3)

Note que para todo k£ € N las funciones definidas anteriormente satisfacen
las siguientes identidades:

Si(kmt) = Si(mt), Cy(kmt) = Cp(mt), pf(kmt)=pF(mt). (2.4)

Proposicion 3. Usando las identidades definidas en (2.2)), la matriz expo-
nencial ® = e puede reescribirse como

O = D(mt) = ¢ | F1 M) =5 (md)

DS\(mt) py(mt) |’ (25)

Donde D = ~v? —m?,

Para aligerar la notacién se escribira a conveniencia de la siguiente forma:

® =d(mt), Cp=Ci(mt), Sp=Sk(mt), u;r=p(mt), (2.6)
Usando (2.4) y (2.5) se puede escribir la k-ésima potencia de la matriz

d = et de la forma:

Proposicion 4. Dado m € {0,1,i}, v € R y D = +*> — m?, considere
las funciones Cy, Sy y pi definidas en (2.2)), (3.12). Para todo k > 1 se

satisfacen las siquientes identidades

iy, + (Y =m?)SE =1, (2.8)



2.1. LA MATRIZ EXPONENCIAL 27

A continuacién se presenta un resultado que permite conocer algunas
propiedades de la k-ésima potencia de la matriz ® (2.7)):

Proposicion 5. [2] Considere la funcion Cy definida en (2.2)) y la matriz
(2.5), para todo k € N se cumple:

a) La traza y el determinante de la matriz (2.7)) esta dada por:

det(®%) = 2t tr(®F) = 2" (2.9)
b) El polinomio caracteristico de la matriz (2.7) esta dado por:

det(®F — XI) = N2 — \2eM 0y, + 27, (2.10)

Ademds sus valores propios estdn dados por Nt = eFt0Em)

que v> —m? >0 y v <0 se tiene que |N\E| < 1.

y en el caso

¢) La matriz (2.7)) es invertible y su matriz inversa puede ser escrita como:

dF = d(kmt) = e { —/Z)ksk ;Zi ] . (2.11)

d) Si los valores propios de la matriz (2.7)) son diferentes de 1 entonces la
matriz inversa de ®* — I puede escribirse de la forma:

1 — kvt _ 1 S ek’yt
k_ -1 _ . € k
((1) I) d(k’t, 7) |: _Skek’ytD ’u;:ek—yt -1 :| ) (212)
donde la funcion d(kt,~y) esta dada por:
d(kt,y) = det(®* — I) = 1 — 2M'Cy, + 2. (2.13)

Demostracion. ) Tomando la traza de la matriz [(2.5)) tr(®%) = e (u; +
Ly ) y usando la definicion de ,uf se obtiene el primer resultado, el se-
gundo resultado se obtiene tomando el detarminante de la matriz (2.5))

det(®%) = e (uf . + (72 — m?)SE) y las identidades (2.8)

b) Tomando (®F) = 2eM'Cy, y det(P*) = e**1, el polinomio caracteristico
de la matriz (2.5) esta dado por det(®F — \Iy) = A2 — 2C,e" I\ +
e Los valores propios que corresponden a las raices del polinomio

caracteristico estan dados por \ = eF0EFm)
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¢) El determinante de la matriz (2.7)) es distinto de cero para cualquier
valor de k,y y t, por lo que la matriz es invertible. Para calcular la
inwversa basta con usar la siguiente formula para matrices invertibles de
orden dos

A:lg Z] A_lzdetl(A)[cic _ab}

d) Suponga que k > 1 y que 1 no es un valor propio de la matriz (2.5)), la
matriz ®F — I, es:

OF — I, = { M =1 =Sy ]

(V> —m?)Sy, e —1

Su determinante esta dado por:

d(kt,~) = e* — 2037 4 1.

Con lo que su inversa es:

1 ek —1 S
q)k T -1 _ k k
( 2 d(kt,y) | —(v* —=m?*)Sy " —1

La funcion d(kt,~) puede ser reescrita como:

ekt — 2kt coskt + 1,  si
d(kt,y) = ¢ e*t —eXtcoshkt + 1, si
ekt 2kt 41 st

En la Figura [2.1] se muestra la funcion d (2.14) para k =1y ¢t = 0,5, la

figura muestra los casos m = 0, 1,7 respectivamente.

333
I

i,
1, (2.14)
0,
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Figura 2.1: Funcion d definida en (2.14) con k =1y ¢t =0,5
Para cada k € N y t > 0, es suficiente estudiar d con k = 1, ver la figura
. A continuacion hay unas propiedades de la funcion d(t, ).

Proposicion 6. Dado m € {0,1,i} yt > 0, considere la funcion d definida
en (2.14) con k = 1. Para todo v, m excepto el caso v =0 ym =i se cumple:

a)
sgn(d(t,)) = sgn(y* —m?).
b) Para todo t > 0 se tiene que:

lim (d(t,v)) =1, lim (d(t,v)) = oc.

Y—+—00 Y—00

Demostracién. a) Para probar que sgn(d(t,v)) = sgn(y?> — m?), basta
con probar que su producto siempre es positivo:

Si 2 —m? > 0 entonces |y| > |m|, por lo tanto coshty — coshtm > 0,
multiplicando esta desigualdad por 2e™ se obtiene que 0 < d(t,7). Los
casos > —m? < 0 yy* —m? =0, se prueban andlogamente.

b) La prueba es trivial, ya que t > 0.

Por conveniencia se escribird la funcion d(kt, ) de la siguiente forma:

dy, = d(kt, 7). (2.15)

2.2. Motivacion

En el capitulo anterior se presenté el mapa (1.14)), que fue estudiado
en [6]. Este mapa presento la existencia de un punto en un espaci6 dos y
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trés paramétrico en el que se intersecan infinitas lineas de bifurcacién, este
comportamiento fue definido en este trabajo como bifurcaciéon big bang. Mas
adelante en [7] se estudia este fenomeno en mapas de dimensién uno y se
clasifico en tres tipos: la bifurcacion big bang con incremento de periodo
puro, la bifurcacacién big bang de incremento de periodo con co-existencia de
atractores y la bifurcacion con adicion de periodo. Después en [§], el autor y
sus colaboradores extienden el concepto de bifurcacion big bang hasta definir
un punto de bifurcacion big bang de codimension N, el cual es un punto en
un espacio de pardmetros de esta dimension en el que se intersecan infinitas
curvas de bifurcacion de condimension N — 1. Posterior a este estudio, en [5]
se plantean algunas condiciones para la presencia de la bifurcacién big bang
de tipo incremento de periodo en mapas de dimension uno. Ejemplos de los
tipos de bifurcaciéon big bang con incremento de periodo puro, incremento
de periodo con co-existencia de atractores y la bifurcacion con adicion de
periodo se muestran en las Figuras y 2.4 respectivamente.

(a) (b)

0.5

0451

041

0351

031

€ 025+ 1
(c)
02+

0.1r

Periodos

0.05r

Figura 2.2: (a) Plano (a,c), las lineas separan las regiones en el intervalo
[0,2] cuyas orbitas periddicas tienen el mismo periodo. (b) Diagrama de
bifurcacion del mapa f definido en con el parametro b = 0 variando el
parametro 6. (c) Periodos de las orbitas de (b) calculados numéricamente.
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Figura 2.3: (a) Plano (a,c), las lineas separan las regiones en el intervalo
[O, g} cuyas Orbitas periodicas tienen el mismo periodo. (b) Diagrama de
bifurcacion del mapa f definido en con el pardmetro b = 0,5 variando
el parametro 6. (¢) Periodos de las orbitas de (b) calculados numéricamente.
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Figura 2.4: Diagrama de bifurcacion del mapa f definido en (1.14) con la
configuracion de pardmetros a = 0,05, b = —1,1 y variando el parametro c
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En la Figura |[2.2]se observa la colision de infinitas curvas de codimension
uno en el origen del espacio de parametros (a,c), el diagrama de periodos
muestra que el periodo de las 6rbitas alcanzadas se incrementa a medida que
el parametro 6 tiende a cero. En la Figura [2.3|también se muestra la colision
de infinitas curvas de colisiéon uno en el origen del espacio de parametros
(a,c), pero en este caso los periodos de las oOrbitas alcanzadas no solo se
incrementan a medida que el parametro 6 tiende a cero sino que también
entre los valores de 6 para los que se alcanza una o6rbita de periodo n y otra
de periodo m existe un valor del pardmtero para el que se alcanza una Orbita
de periodo n + m, este comportamiento se conoce como adicién de periodo.

La Figura muestra la colision de dos bandas cadticas que colisionan
para un valor de ¢ y despues se presenta una estructura conocida como do-
blamiento de periodo, para mas detalles ver [6, [7].

El salto de dimension de uno a dos representa un problema diferente
al estudiado en los trabajos mencionados anteriormente, en [I7] se da un
riguroso estudio de la bifurcacion big bang en mapas de dimensiéon dos. La
presencia de este fenomeno en mapas de dimension dos ha sido detectada en
algunos trabajos. En [12] muestran la presencia de un punto de bifurcaciéon
big bang de codimensién dos en un sistema de dimensién dos con una zona de
conmutacion lineal. En [3] se muestra la existencia de un punto de bifurcaciéon
big bang en un mapa estroboscopico que modela el comportamiento de un
convertidor DC-DC Boost. En [2], se conjetura la presencia de un punto de
bifurcaciéon big bang de codimensiéon dos en la familia de mapas a la que
pertenece el mapa estudiado en [12] (considerando ambas matrices iguales),
finalmente en [4] se continua el estudio de 2] sobre mapas de dimension dos
y la presencia de puntos de bifurcacion big bang de codimesién dos en estos.

Siguiendo a [12], considere el siguiente sistema de dimension dos:

.| Ax+Db, si o(x) >0,
x= { Ax —b, si o(x) <0, (2.16)
donde la matriz A y el vector b estan definidos como:
0 1 0
S | o= ]
y la zona de conmutaciéon o(x) esta dada por:
o(x) = el x + cejx — .. (2.17)

con e, j € {1,2} los vectores canonicos de R? y ay, ay, b, ¢, k, y. nimeros
reales.
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Proposicion 7. El sistema (2.16]) es topoldgicamente equiavalente al siguien-
te sistema:

= el >
:b:{ Fr(z) = Az + bg, si e x>0, (2.18)

Fr(z) = Az + by, si elxz <0,

donde la matriz A y los vectores br y by, estan dados por:
A _ | —ca apc® —ajc+1 b — bkc — cagy. b — —bkc — cagy.
| —ap cap — a; TR bk — agy. R T —bk — agy. ’

Demostracion. Para la prueba de la proposicion basta tomar el si-
guiente cambio de coordenadas y aplicarlo al sistema (2.16]):

i:h(w):f_lw—b:{l C}w—[o}. (2.19)
Despejando x se obtiene

z=A"'z+ A7'b,

Derivando a ambos lados del campo vectorial correspondiente a la zona
del plano o(x) > 0 y acomodando variables se obtiene

T=AAA'Z+ AAA b+ Ab,

tomando A = AAA™! y by = AAAT b+ Ab se obtiene el campo vectorial
Fr(z), analogamente se obtiene el campo vectorial Fr(x).

Fijando el periodo de conmutaciéon en t > 0, el mapa estroboscépico
asociado al sistema (22.18]) se presenta a continuacion:

Xpi1 = P(xp;t) = Pr(xn;t) = efx + (e — I)A7'bg, si efx >0,
" " Pr(xn;t) = eM'x + (e = )A™'br, si efx <0,
(2.20)
Note que sus puntos fijos son:

x5 =—A""bp x; = —A""by,
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los cuales son virtuales si el x} <0y el'x} > 0.

En [12], se estudia numéricamente el plano de parametros (y., k) del mapa
(2.20) mediante una sustitucion de estos parametros por coordenadas polares,
demostrando de esta forma que las curvas de co-dimension uno en el espacio
dos paramétrico (y., k) son lineas rectas que se intersecan en el origen. En
este espacio detectan la presencia de infinitas 6rbitas periddicas de periodos
arbitrariamente grandes cerca del punto (0, 0), lo que indica la presencia de un
punto de bifurcaciéon big bang de codimension dos. Estas orbitas periddicas
se detectaron mapas que corresponden a la discretizacion estroboscopica de
sistemas a tiempo continuo cuyo conjunto de deslizamiento 3° (ver [I)) es
atractivo y ambos puntos fijos son virtuales, ver Figura [2.5

(a) (b)

0.2
0.8r 1 0.1 ™
06 1Z1 o0
0.4r 0.1 ‘\
0.2+ 02
4 5
ko 0
(c)
02} S0 =
R 40|
04r 1R
=
S®
06" 1E 2 |
081 1R 0
D - —

0.5
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0.5
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Figura 2.5: (a) Plano (y., k), las lineas separan las regiones en el intervalo
[%, %T] cuyas Orbitas periodicas tienen el mismo periodo. (b) Diagrama de
bifurcaciéon del mapa P definido en con los parametros ag = 1, a; = 5,
b=1,¢=15yt=0,1 variando el parametro 6. (c) Periodos de las orbitas

de (b) calculados numéricamente.

Como resultado de este estudio, los autores de [12] conjeturan que siempre
y cuando el mapa cumpla con tener ambos puntos fijos virtuales, los
valores propios de la matriz e*! son menores que uno y un conjunto de
deslizamiento ¢ atractivo, este mapa tendrda un punto de bifurcaciéon big
bang en (y., k) = (0,0).

Note que el mapa cumple con los requisitos para ser llevado a la
formas canonicas definidas en [13, [14]. En [2] se estudia de forma general
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el mapa estroboscopcio asociado a esta forma canoénica normalizada y se
presenta una conjetura respecto a la presencia de la bifurcacién big bang en
este mapa.

Siguiendo a [2], considere el siguiente mapa estroboscopico

o1 = P(xit) = { Pr(x,;t) = dx — (& —I)A 'bp, si elx >0,
il " Pr(x,;t) = ®x — (& —I)A7'by, si elx <0,
(2.21)
donde t > 0, la matriz A y los vectores by y by, estan definidos como

B 2y —1 ) 1 0
A_|:”)/2—TTL2 0:|a bR_|:CLR:|’ bL_|:aL:|7

con los parametros v, m, b, ¢, y cg definidos en (1.25) y ® = et
Los puntos fijos de este mapa son

X*— 1 ar X*— ary, 1
By2—m2 | b(y? —m?) +2vag |’ Eoyr—m2 | 2y |7

El autor estudia el caso v < 0 y 7% —m? > 0, lo que hace que los puntos
fijos sean virtuales si ap, > 0y ar < 0.

Tomando una sustitucion en coordenadas polares de los parametros ay, y
ar ar >0y 0 € |0,2n], el autor muestra que las curvas de bifurcacion en
el espacio dos paramétrico (ag,ar) son lineas rectas que cortan el origen de
este plano y llega al siguiente resultado.

Conjetura 1. Dado m € {0,1} y 0 <t < 1. Considere el mapa P definido
en (2.21), el plano dos paramétrico (agr,ar) y las funciones

ds(v, O (7,1) = e"pd — ¥ — ey + 1,
d3(7, t)r:(;Q) (v,t) = e*18y — S5 + e 9,
ds(7,t) = S — 205e3 41,

donde las funciones Cy, Sk y i estan definidas en (2.2)) y (3.12) respec-
tivamente. Para v+ m < 0 suficientemente pequeno y
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1
b=mind —— F(v.6)\
min{ 1 F.0)}

con F(v,t) definida por

Py f) = 1202 (v, 1) — 1
P D e

el mapa estroboscopico P tiene un punto de bifurcacion big bang de codi-
mension dos en (agr,ar) = (0,0).

Otro resultado aportado por [2] es el siguiente teorema que garantiza la
existencia de una orbita de periodo dos en el mapa P definido en ([2.21])

Teorema 4. Dadom € {0,1,i},0<t<1yvyeR tal que D =~*—m? >0
y v < 0. Considere las funciones

dao()hy” () = 47 = it = iy + ey
dy()rs (7) = €375y — (37 + €S,
1
21 (0) = HOrs()D + (1+ h3(3)) sinf + ki (y) cos ),

donde la funcion dsy esta definida en (2.13)).

El mapa P satisface las siquientes afirmaciones

a) Si xél)(ﬂ) > 0 o equivanlentemente, si existe b € R tal que
bDry” (7) — 1y (7) = 0,

entonces el mapa P tiene una unica y estable orbita de periodo dos para
todo 0 € [%,ﬂ.

b) Si xél)(ﬂ) <0y :Uél)(%”) > 0 o equivanlentemente, si existe b € R tal
que
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bDri () — B (y) <0, 26DrY () + V2(1 — 2857 (7)) > 0,

entonces existe un unico 5 € [%,71’] tal que xgl)(ﬁ) = 0 y para todo
NS [3— — ﬁ,ﬁ} el mapa P tiene una unica y estable orbita de periodo

2
dos.

De los incisos a y b del teorema [4] se definen las siguientes funciones que
dividen el plano en tres regiones llamadas A y Ag, en las que se satisfacen
las condiciones de los incisos a y b respectivamente.

h" (7)
by -
) s zl()v)D (2.22)
b2<7) 2 (7) —
V2ri(7)D’
A={(7,b):7*=m?>>0,7<0,b<b(7)}, (2.23)

Ag={(1,b): 72 =m?> 0,7 <0,bi(7) <b<b(7)},
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Figura 2.6: (a) Diagrama de bifurcacion del mapa P definido en (2.21)) con
la configuracion de parametros v = —0,2, m=0,¢t =09, b = % variando el
parametro 6. (b) Periodos de las orbitas de (a) calculados numéricamente.
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Figura 2.7: (a) Diagrama de bifurcacién del mapa P definido en con
la configuraciéon de parametros v = —1,05, m = 1,¢t = 0,9, b = —9,27. Los
parametros 7 y b fueron tomados basandose en la conjetura |1} (b) Periodos
de las orbitas de (a) calculados numéricamente. (c) zoom de (a). (d) zoom

de (b).

2.3. Propiedades del mapa estroboscépico

En esta seccion se estudiara el comportamiento de un mapa estrobéscopi-
co asociado a un PWL en su forma candnica normalizada, es decir un sistema
de la forma:

_ T
X:{ALX by, si e;x <0, (2.24)

Apx —bpg, si elx >0,

cuando las trazas de sus matrices son negativas (v, vz < 0) y sus deter-
minantes son positivos (v —m?% > 0, 7% — m% > 0). Recuerde que en esta
forma los tiempos a izquierda y a derecha son distintos, estos se denotaran
como tgr y t respectivamente.

El mapa estroboscopico asociado al sistema es la discretizacion de
su solucion. Si x(0) = xg € S; con j € {L, R}, la solucion del sistema
esta dada por:

X(t) = (I)jX() — Fj(?f)bj, S Sj, (225)

donde ®; es la matriz exponencial de A;t; y I';(¢;) esta dado por:
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Figura 2.8: (a) Espacio dos paramétrico (v, b), con las funciones by y by de-
finidas en (2.22)). El punto rojo pertence al conjunto Ag y el punto azul al
conjunto A, definido en (2.23)). (b) Orbita dos periédica correspondiente al
mapa P definido en con la configuracion de parametros m = ¢, ¢t = 0,9,
vy b correspondientes al punto rojo. (¢) Orbita dos periddica correspondien-
te al mapa P definido en con la configuracion de parametros m = i,
t=0,9, vy b correspondientes al punto azul.

t
Fj(tj) = /@](t] — T)dT. (226)
0
Como la matriz A; es no singular, la matriz I'; esta dada por:

Lj(t;) = (9; — L) A (2.27)

Fijando los periodos de conmutacién como 0 < tr < 1y 0 < t; < 1, se
muestra la expresion del mapa estroboscopico asociado al sistema ([2.24)):

Pr(x,) = ®x, — (&, — )A;'by,  efx <0,
Xnpt1 = P(Xn, ar,ar, b) =
PR<Xn) = @Rxn — ((I)R — I)Aélbp” G{X > 0,
(2.28)
Los puntos fijos del mapa estan dados por:
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x* — ay, |: 1 :| X" — 1 apr
a2 —mi | 2 B q2 —m% | b(vk —m%) + 2yrar

Una de las condiciones de [2] en el estudio de la dindmica del mapa
estroboscopico es que sus equilibrios sean virtuales, la condicién necesaria
para que esto se cumpla en el mapa (2.28) es a;, > 0y ag < 0.

2.3.1. Descripcion del espacio de parametros (ag,ar)

En esta seccion se dard una descripcion del espacio de parametros (ag, ar),
fijando los demés parametros del mapa P definido en ({2.28)), para empezar
considere el siguiente cambio de coordenadas:

agr =rcos, ap=rsinf, r>0, 6¢€l0,2n].

Sustituyendo los parametros en el mapa P de (2.28)), se llega a la siguiente
forma:

PL(XH) =&;x, — ((I)L — ])AzlbL, €{X < 0,
Xpi1 = P(x,,0,7,0) =
Pr(x,) = ®gx,, — (Pr — ])AI_%le, efx >0,
(2.29)
Con @, € {L, R} dada en y by, bgr dados por:

0 —b
by = [sin@}’ br = [0039] (2.30)

Note que al factorizar el parametro r del mapa P, se obtiene la siguiente
propiedad de homotecia:

Proposicion 8. Dado r > 0, el mapa P definido en (2.29)), este mapa satis-
face la ecuacion:

P(T’(l’f,tL,tR,Tb,T,g) = TP(CL’,tL,tR,b,l,9>.

Como consecuencia directa de la Proposicion [§] se tiene el siguiente re-
sultado para el mapa:

Proposiciéon 9. Dado r > 0, la orbita de un punto x bajo en mapa P cumple
con:

Or(x,tr,tg,b,r,0) = 7"(07“(7“’1:1:, tr,tr,b,1,0)).
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Por la Proposicion [9] es suficiente estudiar el caso » = 1 para conocer la
dindmica del mapa P, debido a que las rectas que cortan el origen en el plano
de parametros (ag,ar) presentan la misma dindmica, lo que significa que las
curvas de bifurcacion del mapa seran lineas rectas que corten el origen en
este espacio de parametros, ver la Figura [2.9,

Figura 2.9: (a) Plano (ag,ar), las lineas separan las regiones en el intervalo
[2,7] cuyas orbitas periodicas tienen el mismo periodo. (b) Diagrama de
bifurcacion del mapa P definido en con los pardmetros v, = yp = —2,
tp =t = 0,1, my = mg = 1y b= —0,5 variando el parametro 6. (c)
Periodos de las orbitas de (b) calculados numéricamente.

Ahora los puntos fijos del mapa P definido en (2.29) son:

x* sin 0 1

L 'Y%_mQL 2"}/L ’
1 cos 6
TR—ME { 2vg cos O + (vg — m¥)b

(2.31)

o *

Para que ambos puntos fijos sean virtuales 6 € [7—;, ﬂ, pues para valores
de 6 en este intervalo la funcion sin @ es positiva y la funcién cos 0 es negativa.

2.3.2. Soluciones peridodicas

Tomando la dindmica simbolica usada en [5, [16], que es un conjunto de
simbolos {L, R} los cuales determinan si la primera coordenada de la n-
ésima iteracion de una condicién inicial xg bajo dicho mapa se encuentra a
la derecha o izquierda del eje y, como se estudié en el capitulo
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Siguiendo la metodologia utilizada en [3, [16], en esta seccion se estudiara
la familia LR™! y su dual RL™!. En la siguiente proposiciéon se muestra
la n-ésima iteracion de una condicién inicial x cuya orbita es periddica y
pertenece a cada familia.

Proposiciéon 10. Considere el mapa P definido en (2.29), los siguientes
enunciados se cumplen para n > 2

a) Suponga que ¢ € Xg y Ip(x) = RL""'. La n-ésima iteracion de x bajo
el mapa P esta dada por:

Prin-1(z) :== (P} 'oPg)(z) = ®) '®paz—@} ' (Pr—1) AR br— (P} ' ~1)A; by
(2.32)

b) Suponga que x € X y Ip(x) = RL"'. La n-ésima iteracién de x bajo
el mapa P esta dada por:

Prpn(x) = (PptoPr) = 0% '®re— 0% (O —T)A by — (B — 1) AR bg.
(2.33)

Como una consecuencia directa de la proposicion se encuentra una
expersion analitica para los puntos fijos de los mapas definidos en (2.32)) y
(2.33)).

Proposiciéon 11. Considere el mapa P definido en (2.29), los siguientes
enunciados se cumplen para n > 2

a) Considere el mapa definido en (2.32), el punto fijo de este mapa esta
dado por:

L = (q)zilq)R — I)il(q)?il(q)]% — I)A;zle + (@zil — I)AzlbL) (234)

b) Considere el mapa definido en (2.33)), el punto fijo de este mapa esta
dado por:

o= (O} ', — 1) (OW (P — DA b + (%1 — I)AR'bg). (2.35)

En la Figura (b), se muestra que existen orbitas de ambas familias
para la configuracién de parametros v = —2, t; =tg = 0,1, my = mr =1
y b = —0,5. En la Figura (c), se nota que los periodos de estas toman la
estructura de adicién de periodo mostrada en [9]. Por lo anterior es evidente
que para cada periodo n > 2, existe una ventana de valores de 6 en el intervalo
[g, ﬂ, para la cual una 6rbita de periodo n es admisible.
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La admisibilidad de estas 6rbitas se pierde cuando uno de sus puntos fijos
colisiona con la zona de conmutacién del mapa, pues al pasar a la zona con-
traria aunque el punto 0 exista, una de sus n-ésimas iteraciones
no estara en la zona que le corresponde, por lo tanto la secuencia simbodlica
de la orbita de este punto sera distinta a la de una érbita de tipo RL™ ! o
su dual LR 1.

A continuacién se muestran algunos diagramas de bifurcacién que mues-
tran que el punto (0,0) del plano de parametros (ag,ar) es un punto de
bifurcacién big bang para los supuestos b < 0, puntos fijos virtuales y esta-
bles, al igual que la conjetura de [12], pero con el mapa P definido en ([2.28)
con determinantes distintos y trazas iguales.

(b)
0.05 \
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Figura 2.10: (a) Plano (ag,ar), las lineas separan las regiones en el intervalo
[%,ﬂ cuyas Orbitas periodicas tienen el mismo periodo. (b) Diagrama de
bifurcacion del mapa P definido en con los pardmetros v, = Yp = —2,
tp, =tg = 0,1, my =0, mg =1y b= —1 variando el parametro 6. (c)

Periodos de las orbitas de (b) calculados numéricamente.
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Figura 2.11: (a) Plano (ag, ar), las lineas separan las regiones en el intervalo
[g,ﬂ cuyas Orbitas periddicas tienen el mismo periodo. (b) Diagrama de
bifurcacién del mapa P definido en (2.29) con los pardmetros v, = g = —2,
tr, = tg = 0,1, my =i, mp = 0y b = —1 variando el parametro 6. (c)
Periodos de las orbitas de (b) calculados numéricamente.
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Figura 2.12: (a) Plano (ag, ar), las lineas separan las regiones en el intervalo
[%,ﬂ cuyas Orbitas periodicas tienen el mismo periodo. (b) Diagrama de
bifurcacién del mapa P definido en con los parametros v, = 7 = —2,
tp, =tg = 0,1, mp =1, mgp =iy b= —1 variando el parametro 6. (c)
Periodos de las orbitas de (b) calculados numéricamente.



Capitulo 3

El convertidor DC-DC
Buck-Boost

En este capitulo se estudia el modelo del convertidor DC-DC Buck-Boost
propuesto en I8, 23] desde las leyes fisicas que gobiernan su comportamiento
hasta mostrar la existencia de 6rbitas periddicas en el mapa estroboscopico
asociado a la forma canoénica normalizada del modelo del convertidor, pa-
sando por todas las transformaciones necesarias para llevar el modelo de su
forma original a su forma candnica normalizada.

3.1. El modelo del convertidor

En esta seccion se presentan los preliminares en fisica y teoria de cir-
cuitos necesarios para entender el comportamiento del convertidor DC-DC
Buck-Boost, empezando por una breve descripcion de las variables eléctricas
fundamentales (carga, corriente, tension y potencia). Después se hace un bre-
ve reconocimiento de los elementos del circuito y su funcionamiento, seguido
por una intuitiva explicacion de las leyes fisicas que gobiernan a los circuitos
cerrados como es el caso del convertidor y terminando con la deduccion de
los modelos planteados en 18], 23].

3.1.1. Variables eléctricas fundamentales

La carga eléctrica es una propiedad de la materia, por la fisica clasica se
sabe que los &tomos estan compuestos por electrones, protones y neutrones,
particulas subatomicas con carga negativa, positiva y neutra respectivamente.
La carga eléctrica se simboliza como (¢) mide en Coulombs (C), la carga de
de un proton y de un electrén son en magnitid igual a 1,6 x 107°C pero

47
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con signos opuestos, es por esto que cuando un atomo tiene igual cantidad de
protones que de neutrones se dice que este se encuentra cargado neutralmente,
en caso contrario el d&tomo estard cargado positiva o negativamente segin
corresponda.

Los atomos pueden transferirse electrones entre si, lo que se conoce como
el flujo de electrones. Cuando esto ocurre el electron deja un vacio en el &tomo
que lo transfirid, este vacio se conoce como hueco, estos huecos y electrones
son conocidos como portadores libres de carga, los primeros positivos y los
segundos negativos, ver [27].

Cuando una estructura solida de 4&tomos se encuentra en presencia de una
fuerza electromotriz (fem) como una bateria, los portadores libres positivos
se mueven en el sentido de esta fuente y los portadores libres negativos se
mueven en el sentido contrario. El movimiento de los portadores positivos
se conoce como corriente eléctrica que se simboliza como ¢ y se mide en
Ampere (A) que equivale a un Coulomb sobre segundo, ver[20]. Cuando esta
corriente es constante se le conoce como corriente directa y cuando varia en
forma sinusoidal se le conoce como corriente alterna. Matematicamente la
corriente eléctrica es la derivada de la carga con respecto al tiempo:

i=— (3.1)

Para mover un portador libre desde un punto a hasta otro punto b, se
requiere de un esfuerzo por parte de la funte que provoca el movimiento, dicho
esfuerzo se conoce como tension o diferencia de potencial entre los puntos a y
b. Esta se representa como v, y se mide en Volt (V') que equivalen a un Joule
sobre Coulomb. Matematicamente la tesioén se expresa como la derivada de
la energia con respecto a la carga:

VUagp = —5- (32)

Analogamente a la corriente eléctrica, la tension constante se conoce ten-
sion de cd y la tension variable como tension de ca.

Con estas dos variables fundamentales claras, se puede hablar del con-
cepto de potencia eléctrica que hace referencia al consumo o suministro de
enrgia que tiene cada elemento de un circutio. Cada elemento del circuito
que consume energia se le conoce como un elemento pasivo y aquel que la
suministra se le conoce como activo. Por definicion la potencia es la derivada
de la energia con respecto al tiempo, por regla de la cadena se obtiene la
siguiente relacion entre potencia, tension y corriente:

dw dwdq

_w_dwa_ 3.3
dt  dgdt (33)

p
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La potencia se simboliza como p y se mide en Watt (W), que equivale a
un Joule por cada segundo.

3.1.2. Leyes de Kirchhoff y ley de Ohm

La resistencia eléctrica es una propiedad de la materia, todos los cuerpos
la poseen y mide la oposicion de un cuerpo al flujo de corriente a través de
el. Los cuerpos que poseen una resistencia eléctrica lo suficientemente baja
para no provocar perdidas considerables en el flujo de corriente a través de
ellos se conocen como conductores eléctricos, por otra parte si su resistencia
eléctrica es lo suficientemente alta se le conoce como aislante. Un ejemplo
de un conductor eléctrico somos usted y yo, debido a que un porcentaje
considerable de nuestra masa corporal es agua con hierro y otros compuestos
conductores.

Existen elementos especiales en los que la tensién a la que se somete el
cuerpo es proporcional a la corriente que circula a través de ellos, estos ele-
mentos se conocen como elementos ohmicos y la constante de proporcinalidad
se denota como R y se mide en Ohm que equivale a 1 Volt sobre Ampere
(©2). Esta propiedad se conoce como la ley de Ohm en honor al fisico aleman
Georg Simon Ohm (1787-1854).

Junto con la ley de Ohm, las leyes de Kirchhoff son la base de un vasto
conjunto de técnicas para el andlisis de una gran variedad de circuitos eléc-
tricos. Estas leyes fueron introducidas por el fisico aleman Gustav Robert
Kirchhoff (1824-1887) y se les conoce formalmente como la ley de corrientes
de Kirchhoff (LCK) y la ley de voltajes de Krichhoff (LVK) [I].

La LCK se basa en la ley de la conservacion de la carga, mientras que
la LVK se fundamenta en el principio de conservacion de la energia, por lo
que ambas son leyes fisicas fundamentales [21]. La LCK dice que la suma de
las corrientes que entran a un punto de un circuito es igual a la suma de las
corrientes que sales de este.

Cuando un elemento es pasivo se dice que en este hay una caida de tension,
ya que este elemento consume energia, en el caso contrario se dice que en el
elemento hay una elevacion de la tension. Con esto claro, la LVK dice que la
suma de todas las elvaciones de tension es igual a la suma de las caidas de
tension alrededor de cualquier camino cerrado del circuito.

3.1.3. Componentes del convertidor

En esta seccién se identificaran los componentes del circuito del converti-
dor DC-DC Buck-Boost estudiado en [23] y se explicara brevemente su fun-
cionamiento. Para empezar, a continuacion se muestra el circuito estudiado
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en [23].

AT

Figura 3.1: Circuito del convertidor DC-DC Buck-Boost estudiado en [23]

El circuito de la Figura tiene un condensador C', un inductor L, un
diodo D y dos resistencias R y Ry, la primera es una resistencia de carbon
y la segunda es una resistencia propia del inductor.

El elemento méas sencillo es la resistencia eléctrica, pues este siempre se
comporta como un elemento pasivo y la relacion entre la corriente que pasa a
través de el es proporcional a la tension en sus terminales (ley de ohm), por
lo que concluimos que la caida de tension V; que pasa por la resistencia R es
igual al producto de la corriente 7; con la resistencia R. Note que los signos
de la tension V se ponen como un + a la entrada de la corriente y un — en
la salida de este, lo que indica que el elemento consume energia, si los signos
se colocan de forma contraria indicando una elevaciéon de tension, esta seré
negativa.

El condensador es lo que se conoce como un elemento almacenador de
energia, analogo a una bateria pero con una capacidad de almacenamiento
mucho menor claro, regularmente se utiliza para suavizar una senal o darle
un retraso, ver [IL 2I]. A diferencia de la resistencia este elemento puede
comportarse como pasivo y activo, pues en presencia de una fuente que le
suministre energia este la va a almacenar comportandose como pasivo, pero
en caso contrario la va a liberar al circuito comportandose como un elemento
activo.

La capacitancia se define como la relacién entre la cantidad de carga alma-
cenada por el condensador y la tension en sus terminales. En un condensador
ideal la capacitancia depende puramente de las propiedades geométricas del
condensador, ver [32]. Mateméaticamente se expresa como
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Qt) = CV(t), (3.4)

si se denota i¢ la corriente que fluye en el condensador, se deriva a ambos
lados de la ecuacion ([3.4), se obtiene la siguiente relacion entre corriente y
tension en el condensador.

io — 2. (3.5)
dt

Otro elemento del circuito es el inductor, este al igual que el condensador
es un elemento almacenador de energia y la relacion entre corriente y tension
en el es no lineal. Este elemento funciona gracias a un ley fisica conocida como
la ley de induccion de faraday que dice que un circuito cerrado en presencia
de un flujo magnético variable experimenta una corriente inducida por este
campo y la tensioén en sus terminales es proporcional a la derivada de este
flujo magnético, ver [32]. En el caso del inductor el campo magnético es el
producto de la cantidad de espiras del inductor, el area de estas espiras, una
constante universal po y la corriente que fluye en estas espiras. Tomando vy,
e 17, como la tensioén y corriente en el inductor, mateméaticamente se puede
expresar la relacién entre estas dos variables como
dir,
dt’

donde L = nApug, con n el nimero de espiras del inductor y A el area de
las espiras. Note que al igual que la capacitancia de un condensador, la in-
ductancia de un inductor depende puramente de las dimensiones geométricas
del inductor.

El nimero de elementos almacenadores de energia en un circuito deter-
minan lo que se conoce como el orden del circuito, ver [21], [1]. El circuito
mostrado en la Figura [3.1] es un circuito de orden dos, debido a que tiene
un condensador y un inductor, esto significa que el comportamiento de las
variables del circuito puede ser modelado mediante una ecuacién diferencial
de orden dos o un sistema de ecuaciones diferenciales de orden dos.

Finalmente el diodo D es un elemento no lineal especial, que funciona
como una, compuerta. Cuando este elemento esta en presencia de una tension
muy pequena vy, permite el flujo de corriente a través de el en un solo sentido,
que es el sentido de la corriente 74 mostrada en el circuito de la Figura [3.1]
La caida de tensién en este elemento pasivo es despreciable, atin asi en la
Figura se muestra una fuente de tensién vy que compensa esta caida de
tension y que se asegura de que el elemento siempre esté en operacion.

Cuando el interruptor esta abierto, este desconecta a la fuente v;, del
resto del circuito, en este caso se dice que el diodo esta cerrado. Cuando

v, =1L (3.6)
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el interruptor esta cerrado, el diodo no permite que esta fuente suministre
corriente a la parte derecha del circuito, aislando esta parte del circuito de
la fuente v;,, en este caso se dird que el diodo esta abierto.

3.1.4. Deduccion del modelo

Para empezar la deduccion del modelo suponga que el diodo esta abierto,
por lo que la corriente ¢4 es 0 y el circuito esta separado, de acuerdo con la
LVK, la suma de la tension de la fuente con la tension del inductor debe dar
0, por lo tanto queda la siguiente ecuacion:

Vin, — Vrr, —vg, = 0,

. di
Vin — RLZL — Ld_tL = O,
dip, v Rrpip
dd L L

donde vgy, es la caida de tensioén en la resistencia Ry, del inductor .Por otra
parte, al sumar la tension del condensador con la tension en la resistencia,
esta también debe dar O:

vc = —Vo,
sustituyendo a vy en la ecuacion (3.5), se obtiene:

=2 = —ic,

—C2h —y,

dUo Vo
—(— = —
dt R’

dvo _ v
dt RC’

Con estas dos ecuaciones, el comportamiento de la tensiéon en el conden-
sador y la corriente en el inductor se modelan mediante el siguiente arreglo
matricial:
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Ahora se plantean las ecuaciones del circuito cuando el diodo se encuentra
cerrado, es decir que la corriente 7;, es 0. Por la LCK, se tiene que:

iL—idZO,

7:L - id;

por otra parte, también por LCK:

le + 10 = 1d,
Z-C_‘_Z-O :iLa
dve  vo .
— _— — =1
i R 7
dUC . (Yo} iL
dt  RC C’
dUO . iL Vo
dt  C RC’

Aplicando una LVK en el camino cerrado central del circuito:

vr + v —ve =0,

di
Ld—tL-HJRL-H}o:O,
diL__RiL_UQ
d L L’

con lo anterior se tiene que el comportamiento de las variables iy, y 1} es:

dig, _ R, _ 1 ;
dvg 1 _ 1 ;
dt c RC Yo
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3.2. Modelo del convertidor

En la seccion anterior se deduce el modelo del convertidor DC-DC Buck-
Boost considerando un inductor con resistencia, que es el modelo propuesto
en [23]. El modelo propuesto en [18] es el mismo modelo pero considerando
que la resistencia del inductor R es nula, debido a que esta resistencia por
lo general es muy pequena respecto a la resistencia R del circuito.

Cuando se considera que la resistencia Ry es nula, la matriz del modelo
cuando el diodo esta abierto es no ivertible, lo que hace que el homomorfismo
sea no inyectivo haciendo que se pierda la equivalencia topologica al
aplicarlo al modelo. Por lo tanto se estudiara el modelo propuesto en [23] con
Ry mayor que cero.

En esta seccién se propone una zona de conmutacion recta para el modelo
y se realizan unos cambios de variable adecuados para adimensionalizar el
sistema y trasladar su zona de conmutacion a la recta e/ x = 0. Una vez rea-
lizados estos cambios se fija el periodo de evolucion del circuito y se muestra
el mapa estroboscopico asociado a este, sobre el que se concluye basandose
en los resultados del capitulo anterior.

o ({ ZVLO D — k1 (i — vey) + Fa (Vo — Viey), (3.7)

donde V,es e i,.r son la tension y corriente que se desean obtener y ki, ko
son constantes con las dimensiones adecuadas. Con esta zona de conmutacién
el PWL queda de la forma

iR S 1(g T
(T EE] (] <o
A I B T v, : '
dt T 0 17, i" 1r
- + , > ),
BN {0} "(lVD

con C, L, R, Ry, V;, parametros positivos del circuito.

3.2.1. Adimensionalizacién del modelo

Adimensionalizar el sistema (3.8) permite reducir la cantidad de parame-
tros del sistema y hace més sencilla su simulacién, para esto considere las
siguientes variables adimensionales
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Realizando el cambio de las variables de (3.8)) por las de (3.9)), el modelo
adimensional queda de la forma

[—1,u :;}X’ x € 51,
% = (3.10)

[_OM _Oﬁ]x—i-{l—{—ouﬂ], X € Ss.

Con x = [z, 75]" € R? y 3, pu dadas por

| L
B = RC (3.11)

RIC
= . 3.12
Il 7 (3.12)
Note que 8 y p son parametros positivos.
ahora considere la siguiente zona de conmutaciéon para el sistema adimen-

sional:

o(x) =cl(x —r), (3.13)
Conr = [xlref,l'gref]T es el vector con la corriente y tension de salida
ideal y ¢ = [c1, o] € R?, recta que divide el plano en las siguientes tres

Zonas:

S ={xeR?:0(x) <0},
Sy ={x € R?:0(x) >0}, (3.14)

Y ={xeR*:0(x) =0}
Este sistema atin no se puede llevar a la forma canoénica mediante el
homomorfismo H definido en (1.20)), debido a que su zona de conmutacion

no es la recta el x = 0 y a que la entrada af, = 0. Por lo tanto es necesario
aplicar un cambio de coordenadas adecuado que solucione estos problemas.
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3.2.2. Cambio de coordenadas

Ahora se tomara el siguiente cambio de coordenadas que permitira tras-
ladar la zona de conmutacion del sistema adimensional (3.10) a la recta
efx = 0,x € R?, para que el modelo del convertidor quede de la forma del

sistema ([1.18)):

x:[gl Cf}er[g], (3.15)

con d = —c’r. Este nuevo cambio de coordenadas divide el plano en las
siguientes zonas:

Y ={xcR*:elx <0},

3.16
Yp={xcR?: efx >0}, (3.16)

Por simplicidad en la notacién se escribiréd la nueva variable como x. Con
lo que el sistema PWL queda de la forma:

([ co—per (C%+(5*H)CICZ+C§> Jler=c
Cc1 €1 X _|_ Ccll eTX < 0
1 _ <601+02> - ’ ! ’
. c1 C1 c
X = L
—p —co(B — ) X 4 dp+ i (1 + Bp) eTx > 0.
0 _5 O Y 1
\ L

(3.17)

El siguiente resultado es fundamental para la aplicacion de la teoria mos-

trada en capitulos anteriores, ya que da condiciones sobre los parametros

del sistema que garantizan su equivalencia topoldgica con su escritura en la
forma canonica definida en ((1.21)).

Proposicion 12. Considere el sistema (3.17) con B, > 0 y el pardmetro
c=2¢ #0. 5 A+ (B4 pu) +c > 0, entonces el sistema se puede
reescribir en la forma candnica definida en (1.21]).

Note que, en particular si c;co > 0 entonces se cumple la anterior des-
igualdad.

3.2.3. Forma canodnica del modelo

Al aplicar el homomorfismo ((1.20) al sistema (3.17)), se llega a la forma
canonica del modelo del convertidor Buck Boost dada por
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[_B_” _1}x—[ 0 ], elfx <0,

1‘{'5,& 0 Cy,
X = (3.18)
[—%/:M —Ol}x—{;:}, elfx > 0.

Con los parametros:

Cr, = d(l + B,U,),
2 2
cr=f <1 + %) (dp + a1+ Bp))
B i +ac Co — jic1

Note que b = % +d <§—f — ,u), esta relacion facilita encontrar los parame-

tros del sistema (3.17)) que al transformarse en la forma canonica esta tenga
unos parametros deseados.

Por otra parte ambas matrices tienen la misma traza —f—pu < 0y también
tienen determinantes positivo, sus discriminantes Ap 1, estan dados por

AR = (6 - ,u)27

Ap= (B4, 1

entonces Ar > 0y Ay puede tomar cualquier signo dependiendo de los
parametros [, p.

3.2.4. Forma canodnica normalizada del modelo

Al realizar el escalamiento en las variables adecuadas, se lleva el siste-
ma (3.18) a su forma normalizada, con las siguientes restricciones sobre sus
pardmetros

[ 22V 2 _Ol]X—{O}» G{X<07

e —m7 ar,
X = (3.20)
— > 0.
2 e [2] e

con
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{%V‘AJL Aj#ov —B — i
(.Uj:

: =0 I (3.21)
my €{0,1,i}, mp € 10,1}, aj=—-, tj=—,
j€e{R,L}.

Con estas restricciones, es evidente que el sistema (3.20) pertenece a la
familia de sistemas cuyo mapa estroboscopico se estudio en el capitulo
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3.3. Mapa del convertidor

En esta seccion se presentan algunas simulaciones del mapa estroboscopi-
co asociado al sistema PWL adimensional del convertidor definido en (|3.10)
en donde este alcanza distintas 6rbitas periddicas de distintos periodos, des-
pués se presenta el mapa estroboscopico de la forma canénica normalizada
del modelo del convertidor junto con algunas simulaciones de este mapa.

El siguiente mapa corresponde a la discretizacion estroboscopica del sis-
tema PWL adimensional definido en ({3.10))

Fr(Xp, B, p, t) = ePrix,, o(x,) <0,
Xn+1 = F(Xna C) =
Fr(xn, B, 1, t) = ePrlx, + (ePrtx, — I)Bp'vy,  o(x,) >0,
(3.22)
donde el vector ( = [, u, ¢1, Co, d, t] y las matrices By, Br y el vector vg
estan definidos por

BL:|:_1IM :;}, BRZ{_OM _06}’ VR:{l—i_O'uﬂ},

v la recta de conmutacion o(x) esta dada por
o(x) = crel x + cpet x + d,

Este mapa presenta orbitas periodicas de distintos periodos y sus orbitas
sismpre son estables, ya que los valores propios de las matrices By y Bg estan
dados por las expresiones

 —(B+p)+(B—p)?—4 L B+ —(B—p?—4
/\1_ 2 ) )‘2_ 2 )
)‘f:_67 /\gz_:uv

teniendo en cuenta que los parametros § y p son positivos, todas las
expresiones de los valores propios de las matrices By, y By tienen parte real
negativa en todos los casos, lo que implica que los valores propios de las
matrices ePLt y ePrt con t > 0 se encuentran dentro del circulo unitario.
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Los puntos fijos del mapa (3.22)) estan dados por

para que estos sean virtuales se necesita que
o(x;)=d>0yo(x}) = —Cl(;ff“) +d < 0.

3 1.85
PR P
25}
T11.75
5 Y
165
15 0 50 100
i) n
1t - 1 095
—
05 1 o9’
T2
o S
0.8
05 0 50 100

166 168 1.7 172 174 176 178 18 1.82
T

Figura 3.2: Orbita de periodo dos del mapa adimensional del convertidor
definido en (3.10) para la configuracion de parametros § = 1, u = 0,05,
c1 = —0,53, ¢ = 0,0265, d = 0,952 y condicion inicial zq = [0,707, 0,473]T.
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Figura 3.3: Orbita de periodo tres del mapa adimensional del convertidor
definido en (3.10) para la configuracion de parametros § = 1, u = 0,05,
¢ =—1,3, ¢ = —0,104, d = 0,952 y condicion inicial 24 = [0,7,0,5]" .
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Figura 3.4: Orbita de periodo cinco del mapa adimensional del convertidor
definido en (3.10) para la configuracion de pardametros f = 1, u = 0,05,
¢ = —0,53, ¢; = —0,0265, d = 1,62 y condicién inicial zo = [3,04,1,14]".



62 CAPITULO 3. EL CONVERTIDOR DC-DC BUCK-BOOST
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Figura 3.5: Orbita de periodo siete del mapa adimensional del convertidor
definido en (3.10) para la configuracion de parametros § = 1, u = 0,05,
¢ =—1,8, ¢a = —0,09, d = 0,952 y condicion inicial o = [0,1]".
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Figura 3.6: Orbita de periodo nueve del mapa adimensional del convertidor
definido en (3.10) para la configuracion de parametros § = 2, u = 0,05,
¢ = —14, ¢; = —0,112, d = 0,952 y condicion inicial 2o = [0,10]”.
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Figura 3.7: Orbita de periodo ventiocho del mapa adimensional del converti-
dor definido en (3.10) para la configuracion de parametros 5 = 1, u = 0,05,
¢ =—14, ¢ = —0,14, d = 0,952 y condicion inicial =y = [0,65, 0,447]" .
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Figura 3.8: Orbita de periodo treinta y cuatro del mapa adimensional del
convertidor definido en para la configuracion de parametros § = 1,
w = 005 ¢, = —14, co0 = —0,112, d = 0,952 y condicion inicial xy =
0,712,0,422]".
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Figura 3.9: Orbita de periodo sesenta y cuatro del mapa adimensional del
convertidor definido en para la configuracion de parametros § = 1,
w = 005 ¢ = —1,3, co = —0,104, d = 0,952 y condicion inicial zy =
0,757, 0,444]".

Note que las orbitas de periodo tres y sesenta y cuatro que se muestran
en las Figuras y respectivamente comparten la misma configuracion
de parametros, solo cambia su condicion inicial. Lo que significa que para
ciertas configuraciones de parametros el mapa F' definido en presenta
una co-existencia de orbitas periddicas, lo que significa que existen varias
orbitas periddicas y cada una posee su propia cuenca de atraccion. Por lo
anterior es necesario conocer estas cuencas de atraccion si se desea encontrar
parametros del convertidor que presenten una oOrbita periddica especifica.

Un problema con las transformaciones de un sistema a otro topologica-
mente equivalente es que las cuencas de atraccion de las orbitas periddicas
por lo general cambian, lo que significa que aunque se pueda garantizar que
existe una o6rbita periddica de periodo n debido a que se encontré una 6rbita
periddica de este periodo en un sistema topolégicamente equivalente, si el
sistema original presenta una co-existencia de orbitas periodicas, no basta
con los parametros para poder alcanzar esta 6rbita periddica.

Las matrices By, y Br del mapa F' definido en (3.22) no son matrices se-
mejantes, por lo tanto sus discriminantes Ay v Ag son distintos. Lo anterior
implica que los periodos de muestreo a izquierda y derecha de la recta de con-
mutacion el x = 0 son diferentes, por lo que es posible obtener bifurcaciones
gracias a la diferencia de estos periodos de muestreo.
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El siguiente es el mapa estroboscépico asociado a la forma canoénica nor-
malizada del sistema PWL del convertidor

PL(ern) = (I)LXn - ((I)L - I)Azlbln B{X < 07
Xpt1 = P(x,,1) =
PR(Xnyn) = q)RXn - (CI)R — ])Aﬁlbpb, G{X > O,

(3.23)
donde n = [, ag,ar, b, tL,tR]T y las matrices Ay, Ag y los vectores by, bg
estan dados por
2’}/L —1 0
A = , b, = ,
= 0 ] =]
2’}/3 —1 —b :|
A = 9 b - )
f { m—mk 0 ] f [ ar

con los parametros a(r, ry, Y{r.r}: M{L,r}, b definidos en (3.21) y @z py =

e ML, RYL,RY

Note que la relacion entre los tiempos de muestreo ¢ty y tg esta dada por

tp = &tR — 1 - (6—4u)2tR’ Sl |5 - M| g-f {0»2}7
Wr R, st |5 - :u| < {072}7

para valores de u muy cercanos a [ la relacién entre los tiempos de mues-
treo crece indiscriminadamente. La diferencia en estos tiempos de muestreo
puede ocasionar bifurcaciones en el mapa P de la forma candnica normali-

zada del convertidor, para ilustrar esto considere el siguiente diagrama de
bifurcacion variando el pardmetro tg
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Figura 3.10: Diagrama de bifurcacion del mapa P definido en (3.23)) con la
configuracion de parametros v = —2, my, = mr = 1, ¢, = 0,707, cg =
—0,707, b = —1, t;, = 0,1 y variando el parametro tg.

Por otra parte, los resultados del Capitulo [2| muestran que en el mapa
estroboscopico asociado a la forma canoénica normalizada de un sistema PWL
con matrices cuyas trazas son iguales y negativas, determinantes positivos
puede presentar un punto de bifurcacién big bang. A continuacion se presenta
un conjunto de pardmetros del sistema PWL definido en (3.17))

/8: 17 ILL:O,O57 t:O71’
¢ = —0,53, cy = —0,0265, d = 0,952,

Con esta configuracion de pardmetros, los parametros de la forma cano-
nica normalizada se muestran a continuacion, excepto los pardmetros ay y
agr, va que se utilizara la técnica presentada en Capitulo [2| para mostrar la
presencia de la bifurcaciéon big bang en el mapa P definido en en el
plano de parametros (ar,ar).
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YL = —1,19, YR = —2,217 mp = i, mpr = 1,
b=—1, t, = 0,11, tr = 0,21, r=1.

0.1 7\
\
N

1 0

Do Y

ar 0
50

Bl
3 40
3
S 30
5

0.2 |
W

-0.4

-1 0.8 06 0.4 0.2 0 0.2 0.4
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Figura 3.11: (a) Plano (ag, ar), las lineas separan las regiones en el intervalo
[g,ﬂ cuyas Orbitas periddicas tienen el mismo periodo. (b) Diagrama de
bifurcacién del mapa P definido en con los parametros v, = —1,19,
Yr = —2,21, t; = 0,11, tg = 0,21 my, =i, mgr = 1 y b = —1 variando el
parametro 6. (c¢) Periodos de las orbitas de (b) calculados numéricamente.
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Capitulo 4

Conclusiones y trabajos futuros

Motivados por los resultados reportados en [I2] sobre la presencia de
la bifurcacion big bang en un mapa lineal a trozos de dimension dos y [2]
sobre la presencia de Orbitas periddicas y la bifurcacion big bang en mapas
estroboscopicos de dimension dos asociados a sistemas PWL con matrices
iguales, en este trabajo se inicia un estudio numérico de la presencia de
fenémenos como bifurcaciones por colision de borde, bifurcacion big bang
con incremento de periodo en mapas estrosboscopicos asociados a sistemas
PWL con matrices distintas. Durante el estudio se di6 evidencia numérica
de la presencia de la bifurcacion big bang con adicion de periodo en estos
mapas cuando se cumplen los suspuestos planteados en [12] para conjeturar
la presencia de la bifurcaciéon big bang en el mapa que alli se estudia.

En [2] se caracterizan componentes de las 6rbitas periodicas del mapa que
alli se estudia, empleando funciones como las que se muestran en el capitulo
dos para caracterizar a la matriz exponencial junto con otras funciones alli
definidas y se plantea un teorema que garantiza la presencia de una orbita
estable y de periodo dos en el mapa, también conjeturan la presencia de la
bifurcaciéon big bang en ese mapa. Como trabajo futuro se desea caracterizar
también estas 6rbitas periddicas pero esta vez para el mapa estudiado en este
trabajo y asi estudiar de forma analitica la admisibilidad de estas orbitas
periodicas.

Las simulaciones sugieren que la conjetura presentada en [12] es cierta
para mapas con ambas matrices iguales, pero también para mapas con ma-
trices que tienen determinantes distintos, atin asi su validacion es un trabajo
futuro.

En cuanto a la aplicacion al convertidor DC-DC Buck-Boost, se presento
evidencia de que el mapa estroboscépico asociado a su forma canénica norma-
lizada puede presentar un punto de bifurcacion big bang de codimension dos
y de que este mapa puede presentar bifurcaciones dependiendo de la relacion

69
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entre los tiempos de muestreo que se generan gracias a la aplicacion de la for-
ma canoénica normalizada al mapa, por lo que para un futuro se trabajara con
el mapa estroboscopico asociado a la forma canoénica del sistema PWL del
convertidor. Po orta parte también es necesario estudiar técnicas numeéricas
que permitan caracterizar las cuencas de atraccion de las érbitas periddicas,
ya que en este tipo de mapas a veces se presenta la co-existencia de orbitas
periodicas, lo que dificulta encontrar parametros y condiciones iniciales en el
modelo original que lo conduzcan a una 6rbita periodica especifica.
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