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Abstract

In this work we show the ocurrence of big bnag bifurcation in the two
dimensional stroboscopic map asociated at a canonical form of PWL systems
given by [13, 14] whit diferent matrix. the work consists of 3 chapters.

In the �rst chapter we give a rigorous study of one and two dimensio-
nal discrete maps, canonical forms to two dimensional PWL systems and
stroboscopic maps.

At the second chapter we show the necesary results about the ocurrence of
big bang bifurcation in a one dimensional discrete maps and two dimensional
stroboscopic maps whit the same matrix, too get some elements of [2] to
characterize the exponential matrix in the stroboscopic map and we study
the main propieties of the stroboscopic map asociated a PWL system whit
two diferent matrix to show the occurrence of the big bang bifurcation in
this map.

Finaly in the third chapter we study the DC-DC Buck-Boost converter
model given by [23], from a short description of its operation to the deduction
of its model. After deduce the model we show the topologically equivalent
system given by the canonical form studied in the Chapter 2 and we show the
occurrence of the big bang bifurcation in this canonical form using the original
parametres values and we show other phenomens like coexisting periodic
orbits in the stroboscopic map asociated at the original adimensional system
of the Buck-Boost converter.
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Introducción

Un convertidor DC-DC es un dispositivo que permite controlar la inten-
sidad de la corriente continua, es decir, se conecta a una fuente de corriente
continua y este genera una corriente continua de salida regulada a un valor
predeterminado. En particular, el convertidor Buck-Boost es un convertidor
DC-DC de gran utilidad, debido a que como indica su nombre, este sirve para
incrementar o disminuir la corriente de entrada para lograr una corriente de
salida con una intensidad ideal. Es muy común encontrar este convertidor
en electrodomésticos y paneles solares fotovoltaicos, entre otros dispositivos.
Para más detalles ver [11, 18, 23, 25, 26].

En [23], se propone un sistema de ecuaciones diferenciales lineal a trozos
de dimensión dos o PWL por sus siglas en ingles, que modela la corriente y la
tensión de salida del convertidor DC-DC Buck-Boost. Este convertidor DC-
DC cambia su modo de operación dependiendo del estado de un interruptor,
lo que indica que puede ser modelado mediante un mapa estroboscópico
discontinuo de dimensión dos, ver capítulo 1.

En [12] se presenta una conjetura y algunos resultados en cierta familia
de mapas, referentes a la aparición de un punto en un espacio dos paramé-
trico tal que cualquier vecindad de este punto contiene in�nitas ventanas en
las que se pueden encontrar órbitas periódicas de periodos arbitrariamente
grandes, conocido como punto de bifurcación big bang. En [2, 4] se reportan
algunas propiedades del mapa estroboscópico asociado a una forma canónica
estudiada en [13, 14] de los sistemas lineales a trozos discontinuos, familia a
la cual pertenece el mapa estudiado en [12].

Motivados por los resultados reportados en [2, 4] respecto a la aparición
de órbitas periódicas en una familia de mapas estroboscópicos, en este trabajo
se estudia el mapa estroboscópico asociado a la forma canónica del modelo
del convertidor DC-DC mediante simulaciones.
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Capítulo 1

Sistemas dinámicos

Este capítulo se divide en cuatro secciones, en la primera se de�ne el con-
cepto de sistema dinámico, en la segunda se presentan algunos conceptos,
de�niciones y resultados del estudio de sistemas dinámicos discretos necesa-
rios para el desarrollo de este trabajo, en la tercera parte se presentan las
formas canónicas para sistemas de ecuaciones diferenciales lineales a trozos
de dimensión dos estudiadas en [13, 14], y �nalmente en la cuarta sección se
presenta el concepto de mapa estroboscópico.

1.1. Sistemas dinámicos

La noción de sistema dinámico proviene de la formalización de un proceso
determinístico. El estado futuro de sistemas físicos, químicos, biológicos, eco-
lógicos, económicos e incluso sociales puede predecirse conociendo su estado
actual y la forma en que este evoluciona en el tiempo. Suponiendo que la
forma en la que el sistema evoluciona no cambia, un sistema dinámico es una
terna compuesta por un espacio de estados, un tiempo de evolución y una
función que indica la evolución de los estados [33].

De�nición 1. [33] Un sistema dinámico es una terna {T,X, ϕt}, donde T
es el conjunto del tiempo, X es un espacio de estados y ϕt : X → X es un
operador que satisface las siguientes condiciones

1) ϕ0 = id.

2) ϕt+s = ϕt ◦ ϕs, para todo t, s ∈ T .

En este orden de ideas, un sistema dinámico a tiempo continuo tiene por
conjunto T a un subconjunto de R y uno a tiempo discreto tiene por conjunto
T a un subconjunto de Z.

3



4 CAPÍTULO 1. SISTEMAS DINÁMICOS

Los sistemas dinámicos a tiempo continuo por lo general están de�nidos
por ecuaciones diferenciales. Un resultado fundamental del estudio de ecua-
ciones diferenciales conocido como el teorema de existencia y unicidad,
permite de�nir el operador ϕt de un sistema dinámico a tiempo continuo
de�nido por una ecuación diferencial.

Teorema 1. [33] Considere el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

ẋ = f(x), x ∈ Rn, (1.1)

donde f es una función suave en una región U ⊂ Rn. Entonces existe
una única función x = x(t, x0) que satisface las siguientes condiciones, para
todo x0 ∈ U

1) x(0, x0) = x0.

2) Existe un intervalo J = (−δ1, δ2), con δ1,2 = δ1,2(x0) > 0, tal que para
todo t ∈ J ,

y(t) = x(t, x0), ẏ(t) = f(y(t)),

Por el Teorema 1, se de�ne el operador ϕt : Rn → Rn como

ϕt(x0) = x(t,x0), (1.2)

para sistemas a tiempo continuo, el operador ϕt(x) recibe el nombre de
�ujo y se represnta como ϕt(x) = Φ(t,x).

Por otra parte, en los sistemas dinámicos a tiempo discreto el operador
ϕt esta de�nido por una función f que itera al componerse con sigo misma y
es conocida como mapa, por notación, la n-ésima composición de la función
f con sigo misma se simboliza como f (n)(x). Estos operadores se estudiarán
a profundidad en la siguiente sección.

El estudio cualitativo de algunos sistemas dinámicos resulta ser una ta-
rea sumamente compleja en algunos casos, por eso muchas veces se realizan
transformaciones que dan como resultado sistemas dinámicos más simples.

De�nición 2. [24] Dos sistemas dinámicos {X,T, ϕt} y {X,T, ψt} son to-
pológicamente equivalentes si existe un homeomor�smo h que preserve la di-
námica de un sistema en el otro, por medio de la ecuación

h ◦ f = g ◦ h, (1.3)

con f y g mapas discretos o �ujos a tiempo continuo.
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Finalmente se de�ne la estabilidad estructural de un sistema dinámico
{X,T, ϕt},

De�nición 3. Un mapa f (o �ujo) es estable estructuralmente si existe ϵ > 0
tal que todas las perturbaciones δ < ϵ de clase C1 de f produzcan mapas (o
�ujos) topológicamente equivalentes a f .

1.2. Teoría de mapas

En esta sección se estudian algunas de�niciones de conceptos fundamen-
tales en la teoría de mapas tomadas de algunos textos clásicos de sistemas
dinámicos discretos. Considere el mapa de�nido por:

xn+1 = f(xn), (1.4)

donde xn ∈ RN , f ∈ C1(RN), y n,N ∈ N.

De�nición 4. [24] Un mapa de la forma (1.4) es invertible si para cada
x1 ∈ RN , existe un único x0 ∈ RN tal que x1 = f(x0).

Ejemplo 1. Tome el mapa de�ndo por xn+1 = x2n, con xn ∈ R y el punto
x1 = 4. Note que los puntos {−2, 2} satisfacen f(2) = f(−2) = x1 = 4, por
lo tanto este mapa no es invertible.

Por otra parte el mapa de�nido por xn+1 = 3xn + 1 si es invertible, ya
que para todo x1 ∈ R existe un único x0 ∈ R tal que x1 = 3x0+1 y está dado
por x0 =

x1−1
3

.

De�nición 5. Un mapa F : RN → RN es lineal si es de la forma

xn+1 = F (xn) = Axn + b, (1.5)

con A una matríz cuadrada de orden N y b ∈ RN .

De�nición 6. [33] Dado un mapa f . La órbita de un punto x ∈ RN es un
subconjunto ordenado de RN , de�nido por

Or(x) =
{
xn ∈ RN : xn = f (n)(x), n ∈ T

}
, (1.6)

donde T es el conjunto del tiempo correspondiente al sistema dinámico,
note que si el mapa f no es invertible entonces T ⊂ N.

De�nición 7. [10] El punto x ∈ RN es un punto �jo para f si f(x) = x. El
punto x es un punto periódico de período n ∈ N si fn(x) = x. El n menor
entero positivo para el cual fn(x) = x se llama período principal de x. Note
que un punto �jo es un punto periódico con período principal n = 1.



6 CAPÍTULO 1. SISTEMAS DINÁMICOS

Ejemplo 2. Considere el mapa xn+1 = f(xn) = −x3n, note que f(0) = 0,
lo que convierte a 0 en un punto �jo de f . Por otra parte f(1) = −1 y
f(−1) = 1, lo que convierte a −1 y 1 en puntos periódicos de f con periodo
principal 2.

Un mapa no necesariamente tiene un solo punto �jo, por ejemplo el si-
guiente mapa tiene in�nitos puntos �jos.

Ejemplo 3. Considere el mapa de R2 a R2 de�nido por

xn+1 =

[
1 2
0 1

]
xn.

Los puntos �jos del mapa anterior son todos los puntos de la forma:{
x ∈ R2 : x = α

[
1 0

]T
, α ∈ R

}
.

De�nición 8. La órbita Or(p) de un punto periódico p de periodo principal
n, se conoce como una órbita periódica de periodo n.

Note que la órbita del punto x = −1 del mapa presentado en el Ejemplo
2, es una órbita periódica de periodo dos y esta compuesta por los puntos
{−1, 1}.

Si la función f esta de�nida a trozos o es discontinua, se dice que el mapa
está de�nido a trozos o es discontinuo y su dimensión es la dimensión del
espacio de salida y de llegada de la función f . En este trabajo se estudian
mapas lineales discontinuos de dimensión dos de�nidos a trozos con dos zonas
y el eje y como zona de conmutación. Este tipo de mapas pueden tener
problemas con sus órbitas en cuanto la posibilidad de que estas se presenten
o no, dependiendo de los dominios que tome la función f . Para ilustrar esta
idea considere el siguiente mapa:

Ejemplo 4. De�namos las siguientes regiones de la recta real:

ΣL = {x ∈ R : x < 0} ,
ΣR = {x ∈ R : x ≥ 0} .

Ahora considere el siguiente mapa de dimensión uno:

xn+1 = f(xn) =

{
fR(xn) = −2x3n, xn ∈ ΣR,

fL(xn) =
x2
n

4
, xn ∈ ΣL.

(1.7)
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Note que los puntos {−2, 1} forman una órbita periódica para este mapa,
porque f(−2) = 1 ∈ ΣR y f(1) = −2 ∈ ΣL. Si las regiones ΣR y ΣL cambian,
entonces esta órbita puede dejar de existir. Si se rede�nen las regiones de la
siguiente forma:

ΣL = {x ∈ R : x < −3} ,
ΣR = {x ∈ R : x ≥ −3} ,

la órbita {−2, 1} deja de existir, pues f(−2) = −16 ̸= 1.

La zona de conmutación de un mapa de�nido a trozos con dos zonas es la
frontera de sus zonas, en Ejemplo anterior la zona de conmutación es el punto
x = 0 y después el punto x = −3. Note que los mapas fR y fL comparten
el mismo punto �jo x = 0, pero el mapa fL nunca alcanza este punto �jo
debido a que este se encuentra en la región ΣR, esto se conoce como un punto
�jo virtual. En el caso del mapa fR que su punto �jo esta en su dominio se
le conoce como un punto �jo real.

Para estudiar la presencia de órbitas periódicas en mapas de�nidos a
trozos con dos zonas como el mapa del Ejemplo anterior se adopta la diná-
mica simbólica utilizada en [2, 5, 16], esta es una secuencia de simbolos
que muestran la zona en que se ubica la n-ésima iteración del mapa f sobre
una condición inicial x.

De�nición 9. Dado un mapa P : R2 → R2, se considera la representación
simbólica de la órbita de un punto x como IP (x) ∈ {L,R}N , donde

IP (x)(k) =

{
L si eT1 P

k(x) < 0,
R si eT1 P

k(x) ≥ 0
(1.8)

con e1 el primer vector canónico de R2. Si el mapa P es de dimensión
uno entonces la representación simbólica es la siguiente

IP (x)(k) =

{
L si P k(x) < 0,
R si P k(x) ≥ 0

Note que la representación simbólica de una órbita periódica también es
periódica, por eso la tomamos como una secuencia �nita de simbolos L y R.
La dinámica simbólica también permite clasi�car a las órbitas periódicas en
familias, por ejemplo la familia LR es una familia a la que pertenecen todas
las órbitas de periodo dos que tengan un punto en semiplano izquierdo y
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otro en el semiplano derecho en mapas de dimensión dos o del punto x = 0
en mapas de dimensión uno. En el caso del Ejemplo 4, la representación
simbólica de la órbita {−2, 1} estaría dada por LR debido a que es una órbita
de periodo dos con su condición inicial es negativa y su siguiente componente
es positiva.

Una vez de�nida la dinámica simbólica de una órbita, se habla del con-
cepto de admisibildad de una órbita, ya que como se mostró en el Ejemplo 4,
se puede presentar que un mapa de�nido a trozos admita o no la existencia
de una órbita periódica dependiendo de su zona de conmutación.

Por notación se tomarán los exponentes dentro de paréntesis como indice
de una sucesión.

De�nición 10. Sea P : R2 → R2. Una órbita periódica de periodo n con
representación simbólica (I(1), . . . , I(n)), donde I(j) ∈ {L,R}, j = 1, . . . , n es
admisible si existe x tal que IP (x) = (I(1), . . . , I(n)).

Debido a que el enfoque de este trabajo es detectar numéricamente la
existencia de órbitas periódicas, es necesario que estas órbitas puedan al-
canzarse mediante iteraciones. Para empezar a estudiar el comportamiento
de las órbitas de un mapa, se de�ne el concepto de punto asintótico hacia
adelante de un punto periódico.

De�nición 11. [19] Sea p un punto periódico de período principal n del mapa
f . Un punto x ∈ RN es asintótico hacia adelante a p si ĺımn→∞(fn(x)) = p.
El conjunto estable de p, denotado por W S(x), consiste en todos los puntos
asintóticos hacia adelante de p.

Ejemplo 5. Tome el mapa del Ejemplo 2. Note que para todo x ∈ (−1, 1) se
cumple:

ĺım
n→∞

(fn(x)) = 0,

además, para todo x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞), ĺımn→∞(fn(x)) no existe, por
lo anterior, el conjunto Ws(0) = (−1, 1).

Si se toma una condición inicial dentro del intervalo (−1, 1), después de
cierto número de iteraciones el mapa del Ejemplo 2 converge al punto �jo
x = 0, pero fuera de este intervalo ninguna condición inicial lo alcanzará.
Por lo anterior es necesario garantizar que si las órbitas periódicas existen,
estas puedan alcanzarse después de algún numero �nito de iteraciones. Esta
propiedad se conoce como la estabilidad de las órbitas periódicas.
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Existen resultados relacionados con una propiedad de los puntos perió-
dicos de los mapas que permite predecir el comportamiento de las órbitas
de ciertos puntos bajo algunas iteraciones del mapa. Esta propiedad es la
hiperbolicidad de los puntos periódicos que será de�nida a continuación.

De�nición 12. [10] Un punto �jo p del mapa F : RN → RN se llama hiper-
bólico si el jacobiano de F en p, JF (p) no tiene valores propios en el circulo
unitario. Si el punto es periódico de periodo n, entonces p es hiperbólico si
JF n(p) no tiene valores propios en el circulo de unidad.

Note que todos los puntos �jos del mapa del Ejemplo 3 son puntos no
hiperbólicos, pues el valor propio de su jacobiano tiene valor absoluto de uno y
multiplicidad algebráica 2. En total existen tres tipos de puntos hiperbólicos,
estos son: atractores, repulsores y sillas.

De�nición 13. Sea F : RN → RN y p tal que F n(p) = p, para n ∈ N:

1) p es un sumidero o punto periódico atractor si todos los valores propios
de JF n(p) son menores a uno en modulo.

2) p es una fuente o punto periódico repulsor si todos los valores propios
de JF n(p) son mayores a uno en modulo.

3) p es una silla si algunos valores propios de JF n(p) son menores a uno
en modulo y otros mayores.

Si un punto es atractor, este será estable, si es repulsor será inestable y
si es una silla existen conjuntos en los que es estable y otros en los que es
inestable, ya que tiene algunos valores propios son menores a uno en modulo
y otros mayores.

Teorema 2. Si el punto �jo x∗ de un mapa lineal F : RN → RN es un
sumidero, su conjunto Ws(x

∗) es igual a RN .

Demostración. Por de�nición, el conjunto Ws(x
∗) ⊂ RN . Ahora se probará

que RN ⊂ Ws(x
∗), tomando x0 ∈ RN y xn+1 = F (xn) = Axn + b.

Para empezar, note que el punto �jo del mapa F esta dado por

x∗ = (I − A)−1b,

Iterando el mapa F n veces se llega al siguiente resultado
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xn = Anx0 − (An − I)x∗,

Como x∗ es un sumidero y el jacobiano de F es la matríz A, entonces los
valores propios de A son en modulo menores a uno, por lo tanto el siguiente
límite es cero

ĺım
n→∞

An = 0N×N ,

por lo tanto

ĺım
n→∞

xn = x∗.

A continuación se muestra un resultado clave en el estudio de la dinámica
clásica de mapas discretos, conocido como el teorema de Hartman-Grobman.

Teorema 3. [10] Sea p un punto �jo hiperbólico del mapa f y suponga que
f

′
(p) = A con los valores propios de A diferentes de 0 y de 1. Entonces

existen las vecindades U de p y V de 0 ∈ RN , N ≥ 1 y un homeomor�smo
h : U → RN el cual corresponde al mapa f en U con el mapa lineal L(x) = Ax

en V .

El Teorema 3 junto con la clasi�cación de los puntos hiperbólicos, son
herramientas muy útiles al momento de estudiar la dinámica de un mapa con
puntos �jos hiperbólicos. Gracias al Teorema 3 es posible estudiar localmente
el comportamiento del mapa f como un mapa lineal de la forma xn+1 = Axn

con A = JF (p) para alguna veccindad del punto �jo p mientras este sea
hiperbólico.

Estudiando los valores propios de A, el punto �jo p se clasi�ca como uno
de los tres tipos de punto �jo hiperbólico. Al clasi�car el comportamiento del
punto �jo p como atractor, repulsor o silla, es posible conocer las variedades
en donde las órbitas tienden a accercarse o a alejarse de este punto.

Ejemplo 6. Considere el mapa de dimensión uno de�nido por xn+1 = f(xn) =
1
2
xn(1−xn). Sus puntos �jos son los x que satisfacen la ecuación f(x)−x = 0,

estos puntos son {−1, 0}.
Examinemos si estos puntos son hiperbólicos, veri�cando que el valor ab-

soluto de la derivada de f es diferente de uno en ambos casos.
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f
′
(−1) =

1

2
− (−1) =

3

2
> 1,

f
′
(0) =

1

2
− 0 =

1

2
< 1,

Una vez veri�cada la condición de hiperbolicidad de ambos puntos �jos,
se cumplen las hipótesis necesarias para el teorema de Hartman-Grobman.
Aplicando este resultado, se tiene que en una vecindad del punto x = 0 el
mapa f se comporta como el mapa xn+1 = L(xn) =

1
2
xn, note que L

′
(x) = 1

2
,

lo que lo convierte en un atractor. Gracias a este análisis es posible concluir
que existe una vecindad del punto x = 0 en la que las órbitas de sus puntos
tienden al punto �jo x = 0.

Por otra parte, existe una vecindad U del punto �jo x = −1 y un homeo-
mor�smo h : U → R que corresponde las órbitas de los puntos de f en U
con las del mapa xn+1 = L(xn) =

3
2
xn en una vecindad V de x = 0. Como

L
′
(x) = 3

2
, el punto x = −1 se comporta localmente como un repulsor.

1 2 3 4 5 6 7 8

n

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

xn

Figura 1.1: Órbitas que convergen al punto �jo x = 0.

En la Figura 1.1, se muestra que las órbitas de varias condiciones iniciales
cercanas al punto �jo x = 0 convergen a el, es por ello que este punto �jo es
estable. Ahora tome condiciones iniciales cercanas al punto �jo x = −1.

La Figura 1.2 muestra que las condiciones iniciales cercanas al punto �jo
x = −1 tienen órbitas que tienden a alejarse de este punto con las iteraciones.
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1 2 3 4 5 6 7 8

n

-9

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

1

xn

Figura 1.2: Órbitas que se alejan del punto �jo x = −1.

La cantidad y estabilidad de las órbitas periódicas junto con otros com-
portamientos de un mapa pueden cambiar si algunos factores �jos llamados
parámetros alcanzan ciertos valores críticos. Para ilustrar el concepto de
parámetro considere los siguientes ejemplos

Ejemplo 7. Suponga que usted solicita un préstamo bancario por una can-
tidad x de dinero y el banco accede a prestarle este dinero en el primer mes
a una tasa de interés mensual λ. La cantidad de dinero que usted deberá
al banco en el mes n + 1 (xn+1), dependerá de la cantidad que debe en el
mes n (xn), esta cantidad también depende de la tasa de interés de la forma
xn+1 = xn + λxn

El ejemplo anterior es de un mapa de dimensión uno con un parámetro (la
tasa de interés λ), porque a pesar de que es �ja, si ustéd solicita un prestamo
por la misma cantidad inicial de dinero pero con una tasa de interés diferente,
el dinero que deberá al cabo de un tiempo será distinto.

Ejemplo 8. Considere una población aislada de zorros y conejos, los conejos
se reproducen a una tasa mensual de α y los zorros los cazan a una tasa
mensual β, por lo tanto la población de conejos en el mes n+1 (xn+1) depende
de la población de conejos y zorros en el mes n (xn y yn respectivamente) de
la forma xn+1 = αxn − βxnyn, mientras que la población de zorros en el mes
n+1 será yn+1 = −γyn+ δxnyn, donde γ es la tasa de reproducción mensual
de los zorros y δ es una tasa de aprovechamiento o bene�cio de los zorros
por comer conejos.

El ejemplo anterior es el caso de un mapa de dimensión dos con cuatro
parámetros, α, β, γ y δ. Si estos parámetros cambian pueden llevar a las
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especies de una posición de equilibrio en la que la cantidad de ambas especies
se mantenga constante al pasar del tiempo a que alguna de las dos especies
se extinga. Estos cambios se conocen como bifurcaciones

De�nición 14. [24] Una bifurcación ocurre en un valor del parámetro
µ = µ0 del sistema dinámico {X,T, ϕt} si el sistema no es estructuralmente
estable.

La codimensión de la bifurcación es la dimensión del espacio de pará-
metros al que pertenece el parámetro µ.

Un diagrama de bifurcación es una grá�ca de la dinámica estacionaria
del sistema dinámico para un rango de valores del parámetro µ y una cierta
condición inicial x0.

Una forma intuitiva para entender el signi�cado de bifurcación es pensar
en un valor crítico para un parámetro, que si se mueve de este valor modi�cará
la dinámica del sistema. Para ilustrar este concepto que es fundamental para
este trabajo, considere los siguientes ejemplos

Ejemplo 9.
E(x) = λex, x, λ ∈ R. (1.9)

El mapa generado por la función presentada en (1.9) es conocido como
el mapa exponencial, este mapa presenta dos bifurcaciones: la bifurcación
silla nodo o bifurcación tangente y la bifurcación del doblamiento de
período. La primera se presenta en λ = 1

e
, aquí el mapa pasa de tener dos

puntos �jos, uno estable y uno inestable cuando λ < 1
e
a uno solo inestable

cuando λ = 1
e
a ninguno después. En la �gura 1.3 se muestran los puntos

�jos del mapa (negro estable y rojo inestable), los últimos puntos de la órbita
generada por una condición inicial x0 = 0.

La otra bifurcación ocurre en λ = −e, aquí el mapa pasa de tener un
punto periódico de período 2 cuando λ < −e, a un punto �jo no hiperbólico
cuando λ = −e, a un punto �jo atractivo cuando −e < λ < 0, como se
muestra en la Figura 1.4:

Note que en la Figura 1.4 hay un punto periódico estable de período 2,
que luego se convierte en un punto �jo estable, a diferencia de la Figura 1.3,
donde hay dos puntos de �jos que luego colisionan.



14 CAPÍTULO 1. SISTEMAS DINÁMICOS

Figura 1.3: Bifurcación silla nodo para la familia exponencial

Figura 1.4: Doblamiento de período para la familia exponencial

Ejemplo 10. Ahora considere la familia cuadrática de�nida por:

F (x) = µx(1− x), x, µ ∈ R. (1.10)

Esta familia presenta una bifurcación en µ = 1, cuando µ = 1 el mapa
tiene solo un punto �jo no hiperbólico, en caso contrario tiene dos puntos �jos
cuya estabilidad depende del signo del producto de µ con el punto, también
presenta doblamiento de período, como se muestra en la �gura 1.5.
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Figura 1.5: Diagrama de bifurcación para la familia cuadrática

Note que esta familia se diferencia de la familia exponencial por que siem-
pre tiene 2 puntos �jos, pero su estabilidad cambia para distintos valores de µ,
note que a diferencia de la familia exponencial, la familia cuadrática permite
dar una formula explícita de sus punto �jos.

x∗1 = 0, x∗2 =
µ− 1

µ
(1.11)

Note que cuando µ = 1, los dos puntos �jos colisionan, pero después se
separan de nuevo y que para cierto valor de µ, el equilibrio x∗2 deja de ser
estable y aparece un punto periódico de período 2, luego uno de período 4.

Ejemplo 11.

Xn+1 = Tµ(xn) =

{
µx, si 0 ≤ x ≤ 1

2
,

µ(1− x) si 1
2
< x ≤ 1,

(1.12)

este mapa tiene un único punto �jo para µ ∈ (0, 1) y para µ > 1 el mapa
T tiene dos y presenta doblamiento de periodo. Su punto �jo esta dado por:

x∗1 = 0,

x∗2 =
µ

1+µ
si µ > 1. .

El diagrama de bifurcación del mapa T se muestra en la Figura 1.6
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Figura 1.6: Diagrama de bifurcación del mapa tienda

Los mapas mostrados en los Ejemplos 9, 10 y 11 son mapas clásicos, con
ellos se espera haber dado claridad al lector sobre el concepto de bifurcación.

Una bifurcación es suave si se presenta en mapas no de�nidos a trozos
[24], como las bifurcaciones mostradas en los Ejemplos 9, 10 y 11. Por otra
parte una bifurcación es no suave si solo se presenta en mapas discontinuos
de�nidos a trozos, las bifurcaciones por colisión de borde son bifurcaciones no
suaves que se presentan cuando un integrante de la órbita periódica colisiona
con la zona de conmutación discontinua del mapa y genera cambios en dicha
órbita.

Ejemplo 12. Considere el siguiente mapa lineal a trozos de dimensión uno
con un parámetro

xn+1 = f(xn, α) =

{
fL(xn, α) =

1
2
xn + α, si xn ≥ 0,

fR(xn, α) =
1
2
xn +

2
3
, si xn < 0,

(1.13)

la zona de conmutación del mapa f es discontinua si α ̸= 2
3
.

Note que
{

12α+4
9

, 6α+8
9

}
es una órbita periódica del mapa f para valores

de α dentro del intervalo
(−4

3
, −1

3

)
, pero cuando α = −4

3
o α = −1

3
alguno

de los inegrantes de la órbita periódica colisiona con la zona de conmutación
discontinua, la órbita desaparece pues deja de ser admisible.

El Ejemplo 12 es el ejemplo de una bifurcación por colisión de borde,
para mas detalles ver [16, 24]. La bifurcación que se busca detectar en este
trabajo es una bifurcación por colisión de borde de codimensión dos llamada
bifurcación big bang, que será estudiada en el Capítulo 2. A continuación se
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presenta el mapa estudiado en [6, 7] en el que se reportó por primera vez una
bifurcación de codimensión dos que implica la existencia de un punto en un
espacio dos paramétrico en el que colisionan in�nitas curvas de bifurcación.

xn+1 = f(xn, a, b, c) =

{
fL(xn, b, c) = bxn + c, si xn < 0,
fR(xn, a) = xn − a, si xn ≥ 0,

(1.14)

El mapa (1.14) tiene la zona de conmutación x = 0 discontinua, ya que
fL(0) ̸= fR(0). A continuación se muestran dos bifurcaciones por colisión de
borde que presenta este mapa llamadas adición de periodo y bifurcación big
bang

Ejemplo 13. La adición de periodo se obtiene variando uno de los pará-
metros del mapa, en el caso del mapa (1.14) se varia el parámetro c. Esta
bifurcación implica que si el mapa alcanza una órbita periódica de periodo n
para un valor c = c0 y una órbita de periodo m para un valor c = c1, con
c0 < c1, entonces existe un valor c∗ ∈ [c0, c1] para el cual el mapa tiene una
órbita de periodo n+m.

Ahora analice el punto �jo del mapa fL, dado por

x∗L =
c

1− b
, (1.15)

Note que si se toma b < 1, el punto �jo será virtual para valores positivos
de c y si tomamos c < 1 este punto �jo también será estable.
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Figura 1.7: Diagrama de periodos del mapa (1.14) con los parámetros b = 0,5,
a = 0,05 y variando el parámetro c.
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El grá�co de la Figura 1.7 es un diagrama de periodos, un grá�co que
muestra el valor de los periodos de las órbitas periódicas alcanzadas por el
mapa para cada valor del parámetro que se mueve c en este caso.

La Figura 1.7, nos permite concluir que el mapa (1.14) presenta una bifur-
cación de tipo adición de periodo para cierto rango de valores del parámetro
c.

En la Figura 1.8 se muestra el diagrama de bifurcación del mapa (1.14)
para el rango de valores de c usado en la Figura 1.7. En este diagrama tam-
bién se puede observar la adición de periodo que presenta el mapa (1.14).

Figura 1.8: Diagrama de bifurcación del mapa (1.14) con los parámetros
b = 0,5, a = 0,05 y variando el parámetro c.

Ahora se mostrará que el origen del plano de parámetros (c, a) es un punto
en el que se intersecan in�nitas curvas de bifurcación, en otras palabras es
un punto de bifurcación big bang, ver Capítulo 2.

Ejemplo 14. Para empezar se tomara la sustitución de los parámetros a y
c por r sin θ y r cos θ respectivamente, con r > 0 y θ ∈

[
0, π

2

]
.

Proposición 1. El mapa f de (1.14) satisface la siguiente propiedad de
homotecia

f(rx, r, θ, b) = rf(x, 1, θ, b), (1.16)

La prueba de esta proposición es trivial, ya que una vez hecha la sustitu-
ción solo debe factorizar r. Como una consecuencia directa de la Proposición
1 se tiene el siguiente resultado para las órbitas del mapa (1.14).
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Proposición 2. Las órbitas de cada x bajo el mapa f de (1.14) satisfacen
la siguiente igualdad

O(x, r, θ, b) = rO(r−1x, 1, θ, b), (1.17)

Por lo que estudiar el comportamiento del mapa f puede reducirse a es-
tudiar el caso particular r = 1. Este resultado permite saber que las curvas
de bifurcación en este espacio de parámetros son lineas rectas que cortan en
el origen. Para estudiar la aparición de la bifurcación big bang en el mapa
(1.14), se muestra el diagrama de la Figura 1.9

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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0
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c

Figura 1.9: Plano de parámetros (c, a), las lineas rectas o curvas de codi-
mensión uno que se intersecan en el origen separan las regiones del primer
cuadrante en las que las órbitas periódicas del mapa (1.14) tienen el mismo
periodo.

1.3. Las formas canónicas

En esta sección se presentarán las formas canónicas de�nidas en [13] y
[14] para un sistema de ecuaciones diferenciales lineal a trozos o PWL por
sus siglas en ingles (piecewise linear), cuya zona de conmutación es la recta
eT1 x = 0, con e1 el primer vector canónico de R2 y x ∈ R2. Los sistemas PWL
son de la forma:

ẋ = F (x) =

{
FL(x), si x ∈ ΣL,
FR(x), si x ∈ ΣR,

(1.18)
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donde los campos vectoriales FL y FR están de�nidos por:

FL(x) = ALx+ bL, FR(x) = ARx+ bR,

con A{L,R} matrices de orden 2, b{L,R} ∈ R2 y las zonas ΣL, ΣR están
dadas por:

ΣL = {x ∈ R2 : eT1 x < 0},
ΣR = {x ∈ R2 : eT1 x ≥ 0},

(1.19)

Se dice que el sistema (1.18) es continuo si todo y ∈ R satisface FL(0,y) =
FR(0, y), en este caso se asume que el sistema (1.18) es discontinuo.

1.3.1. La forma Canónica:

En [13] se presenta por primera vez el siguiente homomor�smo para un
PWL de la forma (1.18) que cumpla con aL12a

R
12 > 0 para llevar al sistema a

una forma canónica:

H(x) =



[
1 0
aL22 −aL12

]
x−

[
0
bL1

]
, x ∈ ΣL,

aL12
aR12

[
1 0
aR22 −aR12

]
x−

[
0
bL1

]
, x ∈ ΣR.

(1.20)

Al aplicar (1.20) a un PWL de la forma (1.18), se llega al siguiente sistema:

ẋ =


FL(x) =

[
TL −1
dL 0

]
x−

[
0
cL

]
, si x ∈ SL,

FR(x) =

[
TR −1
dR 0

]
x−

[
−b
cR

]
, si x ∈ ΣR,

(1.21)

donde T{L,R} y d{L,R} son las trazas y determinantes de las matrices A{L,R}
respectivamente y los parámetros cL, cR y b están de�nidos por

cL = aL12b
L
2 − aL22b

L
1 , cR =

aL12
aR12

(aR12b
R
2 − aR22b

R
1 ),

b =
aL12
aR12

bR1 − bL1 .
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Note que (1.21) y (1.18) son sistemas topológicamente equivalentes debido
a que sus órbitas se corresponden bajo el homomor�smo H(x) de�nido en
(1.20) (ver [22, 33]). Por lo tanto estudiar el comportamiento del sistema
(1.18) es equivalente a estudiar el comportamiento del sistema (1.21), solo
que con siete parámetros en vez de doce.

Ahora se presentará un breve análisis de la estabilidad de la zona de
conmutación de (1.21), para eso es necesario conocer el comportamiento de
los campos F {L,R} en dicha zona (Σ):

(eT1 F
L(x))(eT1 F

R(x)) ≤ 0. (1.22)

Ahora considerando el parámetro b mostrado en (1.21), de�nimos el con-
junto de deslizamiento dado por:

Σs =
{
x ∈ Σ : eT2 xb > 0, |y| < |b|

}
. (1.23)

Para b positivo el conjunto de�nido en (1.23) será inestable y para b
negativo estable.

1.3.2. La forma canónica normalizada:

En [14] se de�ne un cambio de variable que convierte a la forma canónica
(1.21) en un nuevo sistema, la forma canónica normalizada, dichas variables
son:

∆j = (Tj)
2 − 4dj,

mj =


i, si ∆j < 0,

0, si ∆j = 0,

1, si ∆j > 0,

ωj =

{
1
2

√
|∆j|, ∆j ̸= 0,

1, ∆j = 0,

aj =
cj
ωj

,

γj =
Tj
2ωj

,

(1.24)

con j ∈ {L,R}.
Al transformar las coordenadas (x, y, t) a ( x

ω
, y, t

ω
) se obtiene la forma

canónica normalizada de�nida por:
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ẋ =


FL(x) =

[
2γL −1

γ2L −m2
L 0

]
x−

[
0
aL

]
, si eT1 x < 0,

FR(x) =

[
2γR −1

γ2R −m2
R 0

]
x−

[
−b
aR

]
, si eT1 x ≥ 0.

(1.25)

Note que la traza y determinante de las matrices en la forma canónica
normalizada están dadas por 2γj yDj = γ2j−m2

j , j ∈ {L,R} respectivamente,
y que sus valores propios son:

λj = γj ±mj. (1.26)

Lo que le da al parámetro modal mj el papel de controlar la naturaleza
topológica del equilibrio del campo vectorial Fj(x) del sistema (1.25) siem-
pre que este exista, es decir su comportamiento y junto al parámetro γj su
estabilidad. En la tabla 1.1 se muestra el comportamiento de los equilibrios
del sistema dependiendo de los parámetros γj y mj, j ∈ {L,R} y en la tabla
1.2 se muestra su estabilidad dependiendo de los mismos parámetros:

Casos de la forma canónica normalizada
|γj|, mj 1 0 i
|γj| = 0 Silla No hiperbólico Centro
0 < |γj| < 1 Silla Nodo Foco
|γj| = 1 No hiperbólico Nodo Foco
|γj| > 1 Nodo Nodo Foco

Tabla 1.1: Comportamiento de los equilibrios en la forma canónica normali-
zada.

Casos de la forma canónica normalizada
γj, mj 1 0 i
γj < −1 Estable Estable Estable
−1 < γj < 0 Semiestable Estable Estable
γj = 0 Semiestable No hiperbólico Estable
0 < γj < 1 Semiestable Inestable Inestable
γj > 1 Inestable Inestable Inestable

Tabla 1.2: Estabilidad de los equilibrios en la forma canónica normalizada.



1.4. MAPAS ESTROBOSCÓPICOS 23

Finalmente es importante aclarar que el conjunto de deslizamiento de�-
nido en (1.23) de los sistemas (1.21) y (1.25) tienen la misma estabilidad.

1.4. Mapas estroboscópicos

El concepto de mapa estroboscópico es fundamental para el desarrollo de
este trabajo, pues es este el tipo de mapa que se estudiará en el capítulo 2 y
en el que se buscará la presencia de la bifurcación big bang .

Considere el sistema de ecuaciones diferenciales (1.1) con x ∈ S+, N ∈ N,
S+ ⊂ RN y f : S+ → RN ∈ C1(RN).

suponga que T > 0, la sección de Poincaré Πs se de�ne como:

Πs = {x : s := tmod(T ) = s0} ∩ S+. (1.27)

El mapa estroboscópico de Poincaré P : Πs → Πs se de�ne como

Ps(x(t0)) = x(t0 + T ). (1.28)

El mapa estroboscópico es un salto en el tiempo de la variable x, este tipo
de mapas se usan frecuentemente para modelar de forma adecuada distintos
fenómenos de electrónica, economía, entre otras disciplinas [31, 15, 28, 30,
29, 3].
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Capítulo 2

Mapas estroboscópicos y

bifurcación big bang

Este capítulo se divide en tres secciones, en la primera sección se presenta
la caracterización de la matríz exponencial del mapa estroboscópico asociado
a la forma canónica normalizada de un sistema PWL utilizada en [2]. En
la segunda sección se reproducen los resultados reportados en [2] y [12] que
motivaron este estudio. Finalmente en la tercera sección se presenta un estu-
dio del mapa estroboscópico siguiendo la metodología empleada en [2] y se
muestra la presencia de la bifurcación big bang en este mapa.

2.1. La matriz exponencial

En esta sección se toman algunas funciones de�nidas en [2] que permiten
el estudio de la matriz exponencial Φ = eAt de un mapa estroboscópico
asociado a un sistema PWL en su forma canónica normalizada, ver (1.25).

Para cada k ∈ N, considere las funciones Ck(mt) y Sk(mt) de�nidas por:

Ck(mt) = cosh kmt, Sk(mt) =


sinh kmt

m
, si m ̸= 0,

kt, si m = 0,
(2.1)

Estas funciones pueden ser reescritas en términos del parámetro m de la
forma que se muestra en (2.2):

25
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Ck(mt) =


cosh kt, si m = 1,

1, si m = 0,

cos kt si m = i,

, Sk(mt) =


sinh kt, si m = 1,

kt, si m = 0,

sin kt si m = i,
(2.2)

Para aligerar la notación, se de�nen las siguientes funciones:

µ±
k (mt) = Ck(mt)± γSk(mt), (2.3)

Note que para todo k ∈ N las funciones de�nidas anteriormente satisfacen
las siguientes identidades:

S1(kmt) = Sk(mt), C1(kmt) = Ck(mt), µ±
1 (kmt) = µ±

k (mt). (2.4)

Proposición 3. Usando las identidades de�nidas en (2.2), la matriz expo-
nencial Φ = eAt puede reescribirse como

Φ = Φ(mt) = etγ
[

µ+
1 (mt) −S1(mt)

DS1(mt) µ−
1 (mt)

]
, (2.5)

Donde D = γ2 −m2,

Para aligerar la notación se escribirá a conveniencia de la siguiente forma:

Φ = Φ(mt), Ck = Ck(mt), Sk = Sk(mt), µ±
k = µ±

k (mt), (2.6)

Usando (2.4) y (2.5) se puede escribir la k-ésima potencia de la matriz
Φ = eAt de la forma:

Φk = Φ(kmt) = ektγ
[

µ+
k −Sk

DSk µ−
k

]
, (2.7)

con k ∈ Z.

Proposición 4. Dado m ∈ {0, 1, i}, γ ∈ R y D = γ2 − m2, considere
las funciones Ck, Sk y µ±

k de�nidas en (2.2), (3.12). Para todo k ≥ 1 se
satisfacen las siguientes identidades

µ+
k µ

−
k + (γ2 −m2)S2

k = 1, (2.8)
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A continuación se presenta un resultado que permite conocer algunas
propiedades de la k-ésima potencia de la matriz Φ (2.7):

Proposición 5. [2] Considere la función Ck de�nida en (2.2) y la matriz
(2.5), para todo k ∈ N se cumple:

a) La traza y el determinante de la matriz (2.7) esta dada por:

det(Φk) = e2kγt, tr(Φk) = 2ekγtCk. (2.9)

b) El polinomio característico de la matriz (2.7) esta dado por:

det(Φk − λI) = λ2 − λ2ekγtCk + e2kγt. (2.10)

Además sus valores propios están dados por λ±m = ekt(γ±m) y en el caso
que γ2 −m2 > 0 y γ < 0 se tiene que |λ±m| < 1.

c) La matriz (2.7) es invertible y su matriz inversa puede ser escrita como:

Φ−k = Φ(kmt) = e−ktγ

[
µ−
k Sk

−DSk µ+
k

]
. (2.11)

d) Si los valores propios de la matriz (2.7) son diferentes de 1 entonces la
matriz inversa de Φk − I puede escribirse de la forma:

(Φk − I)−1 =
1

d(kt, γ)

[
µ−
k e

kγt − 1 Ske
kγt

−Ske
kγtD µ+

k e
kγt − 1

]
, (2.12)

donde la función d(kt, γ) esta dada por:

d(kt, γ) = det(Φk − I) = 1− e2kγtCk + e2kγt. (2.13)

Demostración. a) Tomando la traza de la matríz (2.5) tr(Φk) = ektγ(µ+
k +

µ−
k ) y usando la de�nición de µ±

k se obtiene el primer resultado, el se-
gundo resultado se obtiene tomando el detarminante de la matríz (2.5)
det(Φk) = e2ktγ(µ+

k µ
−
k + (γ2 −m2)S2

k) y las identidades (2.8)

b) Tomando (Φk) = 2ekγtCk y det(Φk) = e2kγt, el polinomio característico
de la matríz (2.5) esta dado por det(Φk − λI2) = λ2 − 2Cke

ktγλ +
e2ktγ. Los valores propios que corresponden a las raíces del polinomio
característico estan dados por λ = ekt(γ±m).
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c) El determinante de la matríz (2.7) es distinto de cero para cualquier
valor de k,γ y t, por lo que la matríz es invertible. Para calcular la
inversa basta con usar la siguiente formula para matrices invertibles de
orden dos

A =

[
a b
c d

]
A−1 =

1

det(A)

[
d −b
−c a

]
.

d) Suponga que k ≥ 1 y que 1 no es un valor propio de la matriz (2.5), la
matriz Φk − I2 es:

Φk − I2 =

[
ektγµ+

k − 1 −Sk

(γ2 −m2)Sk ektγµ−
k − 1

]
.

Su determinante esta dado por:

d(kt, γ) = e2ktγ − 2Cke
ktγ + 1.

Con lo que su inversa es:

(Φk − I2)
−1 =

1

d(kt, γ)

[
ektγµ−

k − 1 Sk

−(γ2 −m2)Sk ektγµ+
k − 1

]
.

La función d(kt, γ) puede ser reescrita como:

d(kt, γ) =


e2kγt − e2kγt cos kt+ 1, si m = i,
e2kγt − e2kγt cosh kt+ 1, si m = 1,
e2kγt − e2kγt + 1, si m = 0,

(2.14)

En la Figura 2.1 se muestra la función d (2.14) para k = 1 y t = 0,5, la
�gura muestra los casos m = 0, 1, i respectivamente.
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Figura 2.1: Función d de�nida en (2.14) con k = 1 y t = 0,5

Para cada k ∈ N y t > 0, es su�ciente estudiar d con k = 1, ver la �gura
2.1. A continuación hay unas propiedades de la función d(t, γ).

Proposición 6. Dado m ∈ {0, 1, i} y t > 0, considere la función d de�nida
en (2.14) con k = 1. Para todo γ,m excepto el caso γ = 0 y m = i se cumple:

a)

sgn(d(t, γ)) = sgn(γ2 −m2).

b) Para todo t > 0 se tiene que:

ĺım
γ→−∞

(d(t, γ)) = 1, ĺım
γ→∞

(d(t, γ)) = ∞.

Demostración. a) Para probar que sgn(d(t, γ)) = sgn(γ2 − m2), basta
con probar que su producto siempre es positivo:

Si γ2 −m2 > 0 entonces |γ| > |m|, por lo tanto cosh tγ − cosh tm > 0,
multiplicando esta desigualdad por 2etγ se obtiene que 0 < d(t, γ). Los
casos γ2 −m2 < 0 y γ2 −m2 = 0, se prueban análogamente.

b) La prueba es trivial, ya que t > 0.

Por conveniencia se escribirá la función d(kt, γ) de la siguiente forma:

dk = d(kt, γ). (2.15)

2.2. Motivación

En el capítulo anterior se presentó el mapa (1.14), que fue estudiado
en [6]. Este mapa presentó la existencia de un punto en un espació dos y
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trés paramétrico en el que se intersecan in�nitas líneas de bifurcación, este
comportamiento fue de�nido en este trabajo como bifurcación big bang. Más
adelante en [7] se estudia este fenomeno en mapas de dimensión uno y se
clasi�có en tres tipos: la bifurcación big bang con incremento de periodo
puro, la bifurcacación big bang de incremento de periodo con co-existencia de
atractores y la bifurcación con adición de periodo. Después en [8], el autor y
sus colaboradores extienden el concepto de bifurcación big bang hasta de�nir
un punto de bifurcación big bang de codimensión N , el cual es un punto en
un espacio de parámetros de esta dimensión en el que se intersecan in�nitas
curvas de bifurcación de condimensión N − 1. Posterior a este estudio, en [5]
se plantean algunas condiciones para la presencia de la bifurcación big bang
de tipo incremento de periodo en mapas de dimensión uno. Ejemplos de los
tipos de bifurcación big bang con incremento de periodo puro, incremento
de periodo con co-existencia de atractores y la bifurcación con adición de
periodo se muestran en las Figuras 2.2 2.3 y 2.4 respectivamente.

Figura 2.2: (a) Plano (a, c), las líneas separan las regiones en el intervalo[
0, π

2

]
cuyas órbitas periódicas tienen el mismo periodo. (b) Diagrama de

bifurcación del mapa f de�nido en (1.14) con el parámetro b = 0 variando el
parámetro θ. (c) Periodos de las órbitas de (b) calculados numéricamente.



2.2. MOTIVACIÓN 31

Figura 2.3: (a) Plano (a, c), las líneas separan las regiones en el intervalo[
0, π

2

]
cuyas órbitas periódicas tienen el mismo periodo. (b) Diagrama de

bifurcación del mapa f de�nido en (1.14) con el parámetro b = 0,5 variando
el parámetro θ. (c) Periodos de las órbitas de (b) calculados numéricamente.

Figura 2.4: Diagrama de bifurcación del mapa f de�nido en (1.14) con la
con�guración de parámetros a = 0,05, b = −1,1 y variando el parámetro c
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En la Figura 2.2 se observa la colisión de in�nitas curvas de codimensión
uno en el origen del espacio de parámetros (a, c), el diagrama de periodos
muestra que el periodo de las órbitas alcanzadas se incrementa a medida que
el parámetro θ tiende a cero. En la Figura 2.3 también se muestra la colisión
de in�nitas curvas de colisión uno en el origen del espacio de parámetros
(a, c), pero en este caso los periodos de las órbitas alcanzadas no solo se
incrementan a medida que el parámetro θ tiende a cero sino que también
entre los valores de θ para los que se alcanza una órbita de periodo n y otra
de periodo m existe un valor del parámtero para el que se alcanza una órbita
de periodo n+m, este comportamiento se conoce como adición de periodo.

La Figura 2.4 muestra la colisión de dos bandas caóticas que colisionan
para un valor de c y despues se presenta una estructura conocida como do-
blamiento de periodo, para más detalles ver [6, 7].

El salto de dimensión de uno a dos representa un problema diferente
al estudiado en los trabajos mencionados anteriormente, en [17] se da un
riguroso estudio de la bifurcación big bang en mapas de dimensión dos. La
presencia de este fenomeno en mapas de dimensión dos ha sido detectada en
algunos trabajos. En [12] muestran la presencia de un punto de bifurcación
big bang de codimensión dos en un sistema de dimensión dos con una zona de
conmutación lineal. En [3] se muestra la existencia de un punto de bifurcación
big bang en un mapa estroboscópico que modela el comportamiento de un
convertidor DC-DC Boost. En [2], se conjetura la presencia de un punto de
bifurcación big bang de codimensión dos en la familia de mapas a la que
pertenece el mapa estudiado en [12] (considerando ambas matrices iguales),
�nalmente en [4] se continua el estudio de [2] sobre mapas de dimensión dos
y la presencia de puntos de bifurcación big bang de codimesión dos en estos.

Siguiendo a [12], considere el siguiente sistema de dimensión dos:

ẋ =

{
Ax+ b, si σ(x) ≥ 0,
Ax− b, si σ(x) < 0,

(2.16)

donde la matriz A y el vector b estan de�nidos como:

A =

[
0 1
−a0 −a1

]
, b =

[
0
bk

]
,

y la zona de conmutación σ(x) esta dada por:

σ(x) = eT1 x+ ceT2 x− yc. (2.17)

con ej, j ∈ {1, 2} los vectores canónicos de R2 y a0, a1, b, c, k, yc números
reales.
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Proposición 7. El sistema (2.16) es topológicamente equiavalente al siguien-
te sistema:

ẋ =

{
FR(x) = Ax+ bR, si eT1 x ≥ 0,
FL(x) = Ax+ bL, si eT1 x < 0,

(2.18)

donde la matríz A y los vectores bR y bL estan dados por:

A =

[
−ca0 a0c

2 − a1c+ 1
−a0 ca0 − a1

]
,bR =

[
bkc− ca0yc
bk − a0yc

]
, bL =

[
−bkc− ca0yc
−bk − a0yc

]
,

Demostración. Para la prueba de la proposición 2.16, basta tomar el si-
guiente cambio de coordenadas y aplicarlo al sistema (2.16):

x̄ = h(x) = Āx− b̄ =

[
1 c
0 1

]
x−

[
0
yc

]
. (2.19)

Despejando x se obtiene

x = Ā−1x̄+ Ā−1b̄,

Derivando a ambos lados del campo vectorial correspondiente a la zona
del plano σ(x) ≥ 0 y acomodando variables se obtiene

˙̄x = ĀAĀ−1x̄+ ĀAĀ−1b̄+ Āb,

tomando A = ĀAĀ−1 y bR = ĀAĀ−1b̄+ Āb se obtiene el campo vectorial
FR(x), analogamente se obtiene el campo vectorial FL(x).

Fijando el periodo de conmutación en t > 0, el mapa estroboscópico
asociado al sistema (2.18) se presenta a continuación:

xn+1 = P (xn; t) =

{
PR(xn; t) = eAtx+ (eAt − I)A−1bR, si eT1 x ≥ 0,
PL(xn; t) = eAtx+ (eAt − I)A−1bL, si eT1 x < 0.,

(2.20)
Note que sus puntos �jos son:

x∗
R = −A−1bR x∗

L = −A−1bL,
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los cuales son virtuales si eT1 x
∗
R < 0 y eT1 x

∗
L > 0.

En [12], se estudia numéricamente el plano de parámetros (yc, k) del mapa
(2.20) mediante una sustitución de estos parámetros por coordenadas polares,
demostrando de esta forma que las curvas de co-dimensión uno en el espacio
dos paramétrico (yc, k) son líneas rectas que se intersecan en el origen. En
este espacio detectan la presencia de in�nitas órbitas periódicas de periodos
arbitrariamente grandes cerca del punto (0, 0), lo que indica la presencia de un
punto de bifurcación big bang de codimensión dos. Estas órbitas periódicas
se detectaron mapas que corresponden a la discretización estroboscópica de
sistemas a tiempo continuo cuyo conjunto de deslizamiento Σs (ver 1) es
atractivo y ambos puntos �jos son virtuales, ver Figura 2.5.

Figura 2.5: (a) Plano (yc, k), las líneas separan las regiones en el intervalo[
5π
4
, 7π

4

]
cuyas órbitas periódicas tienen el mismo periodo. (b) Diagrama de

bifurcación del mapa P de�nido en (2.20) con los parámetros a0 = 1, a1 = 5,
b = 1, c = 1,5 y t = 0,1 variando el parámetro θ. (c) Periodos de las órbitas
de (b) calculados numéricamente.

Como resultado de este estudio, los autores de [12] conjeturan que siempre
y cuando el mapa (2.20) cumpla con tener ambos puntos �jos virtuales, los
valores propios de la matriz eAt son menores que uno y un conjunto de
deslizamiento Σs atractivo, este mapa tendrá un punto de bifurcación big
bang en (yc, k) = (0, 0).

Note que el mapa (2.20) cumple con los requisitos para ser llevado a la
formas canónicas de�nidas en [13, 14]. En [2] se estudia de forma general
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el mapa estroboscópcio asociado a esta forma canónica normalizada y se
presenta una conjetura respecto a la presencia de la bifurcación big bang en
este mapa.

Siguiendo a [2], considere el siguiente mapa estroboscópico

xn+1 = P (xn; t) =

{
PR(xn; t) = Φx− (Φ− I)A−1bR, si eT1 x ≥ 0,
PL(xn; t) = Φx− (Φ− I)A−1bL, si eT1 x < 0.,

(2.21)
donde t > 0, la matríz A y los vectores bR y bL estan de�nidos como

A =

[
2γ −1

γ2 −m2 0

]
, bR =

[
−b
aR

]
, bL =

[
0
aL

]
,

con los parámetros γ, m, b, cL y cR de�nidos en (1.25) y Φ = eAt.
Los puntos �jos de este mapa son

x∗
R =

1

γ2 −m2

[
aR

b(γ2 −m2) + 2γaR

]
, x∗

L =
aL

γ2 −m2

[
1
2γ

]
,

El autor estudia el caso γ < 0 y γ2 −m2 > 0, lo que hace que los puntos
�jos sean virtuales si aL > 0 y aR < 0.

Tomando una sustitución en coordenadas polares de los parámetros aL y
aR a r > 0 y θ ∈ [0, 2π], el autor muestra que las curvas de bifurcación en
el espacio dos paramétrico (aR, aL) son líneas rectas que cortan el origen de
este plano y llega al siguiente resultado.

Conjetura 1. Dado m ∈ {0, 1} y 0 < t < 1. Considere el mapa P de�nido
en (2.21), el plano dos paramétrico (aR, aL) y las funciones

d3(γ, t)h
(2)
3 (γ, t) = e4tγµ+

2 − e3tγµ+
3 − etγµ−

1 + 1,

d3(γ, t)r
(2)
3 (γ, t) = e4tγS2 − e3tγS3 + etγS1,

d3(γ, t) = e6tγ − 2C3e
3tγ + 1,

donde las funciones Ck, Sk y µk estan de�nidas en (2.2) y (3.12) respec-
tivamente. Para γ +m < 0 su�cientemente pequeño y
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b = mı́n

{
1

γ +m
,F (γ, t)

}
,

con F (γ, t) de�nida por

F (γ, t) =
1

D

2h
(2)
3 (γ, t)− 1

√
2r

(2)
3 (γ, t)

,

el mapa estroboscópico P tiene un punto de bifurcación big bang de codi-
mensión dos en (aR, aL) = (0, 0).

Otro resultado aportado por [2] es el siguiente teorema que garantiza la
existencia de una órbita de periodo dos en el mapa P de�nido en (2.21)

Teorema 4. Dado m ∈ {0, 1, i}, 0 < t < 1 y γ ∈ R tal que D = γ2−m2 > 0
y γ < 0. Considere las funciones

d2(γ)h
(1)
2 (γ) = e4tγ − e3tγµ+

1 − e2tγµ−
2 + etγµ−

1 ,

d2(γ)r
(1)
2 (γ) = e2tγS2 − (e3tγ + etγ)S2,

x
(1)
2 (θ) =

1

D
(br12(γ)D + (1 + h12(γ)) sin θ + h12(γ) cos θ),

donde la función d2 esta de�nida en (2.13).
El mapa P satisface las siguientes a�rmaciones

a) Si x
(1)
2 (π) ≥ 0 o equivanlentemente, si existe b ∈ R tal que

bDr
(1)
2 (γ)− h

(1)
2 (γ) ≥ 0,

entonces el mapa P tiene una única y estable órbita de periodo dos para
todo θ ∈

[
π
2
, π

]
.

b) Si x
(1)
2 (π) < 0 y x

(1)
2 (3π

4
) > 0 o equivanlentemente, si existe b ∈ R tal

que
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bDr
(1)
2 (γ)− h

(1)
2 (γ) < 0, 2bDr

(1)
2 (γ) +

√
2(1− 2h

(1)
2 (γ)) > 0,

entonces existe un único β ∈
[
3π
4
, π

]
tal que x

(1)
2 (β) = 0 y para todo

θ ∈
[
3π
2
− β, β

]
el mapa P tiene una única y estable órbita de periodo

dos.

De los incisos a y b del teorema 4 se de�nen las siguientes funciones que
dividen el plano en tres regiones llamadas ∆ y ∆β, en las que se satisfacen
las condiciones de los incisos a y b respectivamente.

b1(γ) =
h
(1)
2 (γ)

r
(1)
2 (γ)D

,

b2(γ) =
2h

(1)
2 (γ)− 1

√
2r

(1)
2 (γ)D

,

(2.22)

∆ =
{
(γ, b) : γ2 −m2 > 0, γ < 0, b ≤ b1(γ)

}
,

∆β =
{
(γ, b) : γ2 −m2 > 0, γ < 0, b1(γ) < b < b2(γ)

}
,

(2.23)
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Figura 2.6: (a) Diagrama de bifurcación del mapa P de�nido en (2.21) con
la con�guración de parámetros γ = −0,2, m = 0, t = 0,9, b = 1

γ
variando el

parámetro θ. (b) Periodos de las órbitas de (a) calculados numéricamente.
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Figura 2.7: (a) Diagrama de bifurcación del mapa P de�nido en (2.21) con
la con�guración de parámetros γ = −1,05, m = 1, t = 0,9, b = −9,27. Los
parámetros γ y b fueron tomados basandose en la conjetura 1. (b) Periodos
de las órbitas de (a) calculados numéricamente. (c) zoom de (a). (d) zoom
de (b).

2.3. Propiedades del mapa estroboscópico

En esta sección se estudiará el comportamiento de un mapa estrobóscopi-
co asociado a un PWL en su forma canónica normalizada, es decir un sistema
de la forma:

ẋ =

{
ALx− bL, si eT1 x < 0,
ARx− bR, si eT1 x ≥ 0,

(2.24)

cuando las trazas de sus matrices son negativas (γL, γR < 0) y sus deter-
minantes son positivos (γ2L −m2

L > 0, γ2R −m2
R > 0). Recuerde que en esta

forma los tiempos a izquierda y a derecha son distintos, estos se denotarán
como tR y tL respectivamente.

El mapa estroboscópico asociado al sistema (2.24) es la discretización de
su solución. Si x(0) = x0 ∈ Sj con j ∈ {L,R}, la solución del sistema (2.24)
esta dada por:

x(t) = Φjx0 − Γj(t)bj, x ∈ Sj, (2.25)

donde Φj es la matriz exponencial de Ajtj y Γj(tj) esta dado por:
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Figura 2.8: (a) Espacio dos paramétrico (γ, b), con las funciones b1 y b2 de-
�nidas en (2.22). El punto rojo pertence al conjunto ∆β y el punto azul al
conjunto ∆, de�nido en (2.23). (b) Órbita dos periódica correspondiente al
mapa P de�nido en (2.21) con la con�guración de parámetros m = i, t = 0,9,
γ y b correspondientes al punto rojo. (c) Órbita dos periódica correspondien-
te al mapa P de�nido en (2.21) con la con�guración de parámetros m = i,
t = 0,9, γ y b correspondientes al punto azul.

Γj(tj) =

t∫
0

Φj(tj − τ)dτ. (2.26)

Como la matriz Aj es no singular, la matriz Γj esta dada por:

Γj(tj) = (Φj − I2)A
−1
j . (2.27)

Fijando los periodos de conmutación como 0 < tr < 1 y 0 < tL < 1, se
muestra la expresión del mapa estroboscópico asociado al sistema (2.24):

xn+1 = P (xn, aR, aL, b) =

 PL(xn) = ΦLxn − (ΦL − I)A−1
L bL, eT1 x < 0,

PR(xn) = ΦRxn − (ΦR − I)A−1
R bR, eT1 x ≥ 0,

(2.28)
Los puntos �jos del mapa (2.28) estan dados por:
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x∗
L =

aL
γ2L −m2

L

[
1
2γL

]
x∗
R =

1

γ2R −m2
R

[
aR
b(γ2R −m2

R) + 2γRaR

]
.

Una de las condiciones de [2] en el estudio de la dinámica del mapa
estroboscópico es que sus equilibrios sean virtuales, la condición necesaria
para que esto se cumpla en el mapa (2.28) es aL > 0 y aR < 0.

2.3.1. Descripción del espacio de parámetros (aR, aL)

En esta sección se dará una descripción del espacio de parámetros (aR, aL),
�jando los demás parámetros del mapa P de�nido en (2.28), para empezar
considere el siguiente cambio de coordenadas:

aR = r cos θ, aL = r sin θ, r > 0, θ ∈ [0, 2π] .

Sustituyendo los parámetros en el mapa P de (2.28), se llega a la siguiente
forma:

xn+1 = P (xn, θ, r, b) =

 PL(xn) = ΦLxn − (ΦL − I)A−1
L bL, eT1 x < 0,

PR(xn) = ΦRxn − (ΦR − I)A−1
R bR, eT1 x ≥ 0,

(2.29)
Con Φj, j ∈ {L,R} dada en (2.5) y bL, bR dados por:

bL =

[
0
sin θ

]
, bR =

[
−b
cos θ

]
(2.30)

Note que al factorizar el parámetro r del mapa P , se obtiene la siguiente
propiedad de homotecia:

Proposición 8. Dado r > 0, el mapa P de�nido en (2.29), este mapa satis-
face la ecuación:

P (rx, tL, tR, rb, r, θ) = rP (x, tL, tR, b, 1, θ).

Como consecuencia directa de la Proposición 8, se tiene el siguiente re-
sultado para el mapa:

Proposición 9. Dado r > 0, la órbita de un punto x bajo en mapa P cumple
con:

Or(x, tL, tR, b, r, θ) = r(Or(r−1x, tL, tR, b, 1, θ)).
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Por la Proposición 9, es su�ciente estudiar el caso r = 1 para conocer la
dinámica del mapa P , debido a que las rectas que cortan el origen en el plano
de parámetros (aR, aL) presentan la misma dinámica, lo que signi�ca que las
curvas de bifurcación del mapa serán líneas rectas que corten el origen en
este espacio de parámetros, ver la Figura 2.9.

Figura 2.9: (a) Plano (aR, aL), las líneas separan las regiones en el intervalo[
π
2
, π

]
cuyas órbitas periódicas tienen el mismo periodo. (b) Diagrama de

bifurcación del mapa P de�nido en (2.29) con los parámetros γL = γR = −2,
tR = tL = 0,1, mL = mR = 1 y b = −0,5 variando el parámetro θ. (c)
Periodos de las órbitas de (b) calculados numéricamente.

Ahora los puntos �jos del mapa P de�nido en (2.29) son:

x∗
L = sin θ

γ2
L−m2

L

[
1
2γL

]
,

x∗
R = 1

γ2
R−m2

R

[
cos θ
2γR cos θ + (γ2R −m2

R)b

]
.

(2.31)

Para que ambos puntos �jos sean virtuales θ ∈
[
π
2
, π

]
, pues para valores

de θ en este intervalo la función sin θ es positiva y la función cos θ es negativa.

2.3.2. Soluciones periódicas

Tomando la dinámica simbólica usada en [5, 16], que es un conjunto de
simbolos {L,R} los cuales determinan si la primera coordenada de la n-
ésima iteración de una condición inicial x0 bajo dicho mapa se encuentra a
la derecha o izquierda del eje y, como se estudió en el capítulo 1.
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Siguiendo la metodología utilizada en [5, 16], en esta sección se estudiará
la familia LRn−1 y su dual RLn−1. En la siguiente proposición se muestra
la n-ésima iteración de una condición inicial x cuya órbita es periódica y
pertenece a cada familia.

Proposición 10. Considere el mapa P de�nido en (2.29), los siguientes
enunciados se cumplen para n ≥ 2

a) Suponga que x ∈ ΣR y IP (x) = RLn−1. La n-ésima iteración de x bajo
el mapa P esta dada por:

PRLn−1(x) := (Pn−1
L ◦PR)(x) = Φn−1

L ΦRx−Φn−1
L (ΦR−I)A−1

R bR−(Φn−1
L −I)A−1

L bL.
(2.32)

b) Suponga que x ∈ ΣR y IP (x) = RLn−1. La n-ésima iteración de x bajo
el mapa P esta dada por:

PLRn−1(x) = (Pn−1
R ◦ PL) = Φn−1

R ΦLx−Φn−1
R (ΦL − I)A−1

L bL − (Φn−1
R − I)A−1

R bR.
(2.33)

Como una consecuencia directa de la proposición 10, se encuentra una
expersión analítica para los puntos �jos de los mapas de�nidos en (2.32) y
(2.33).

Proposición 11. Considere el mapa P de�nido en (2.29), los siguientes
enunciados se cumplen para n ≥ 2

a) Considere el mapa de�nido en (2.32), el punto �jo de este mapa esta
dado por:

x = (Φn−1
L ΦR − I)−1(Φn−1

L (ΦR − I)A−1
R bR + (Φn−1

L − I)A−1
L bL). (2.34)

b) Considere el mapa de�nido en (2.33), el punto �jo de este mapa esta
dado por:

x = (Φn−1
R ΦL − I)−1(Φn−1

R (ΦL − I)A−1
L bL + (Φn−1

R − I)A−1
R bR). (2.35)

En la Figura 2.9 (b), se muestra que existen órbitas de ambas familias
para la con�guración de parámetros γ = −2, tL = tR = 0,1, mL = mR = 1
y b = −0,5. En la Figura 2.9 (c), se nota que los periodos de estas toman la
estructura de adición de periodo mostrada en [9]. Por lo anterior es evidente
que para cada periodo n ≥ 2, existe una ventana de valores de θ en el intervalo[
π
2
, π

]
, para la cual una órbita de periodo n es admisible.
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La admisibilidad de estas órbitas se pierde cuando uno de sus puntos �jos
colisiona con la zona de conmutación del mapa, pues al pasar a la zona con-
traria aunque el punto (2.34) o (2.35) exista, una de sus n-ésimas iteraciones
no estará en la zona que le corresponde, por lo tanto la secuencia simbólica
de la órbita de este punto será distinta a la de una órbita de tipo RLn−1 o
su dual LRn−1.

A continuación se muestran algunos diagramas de bifurcación que mues-
tran que el punto (0, 0) del plano de parámetros (aR, aL) es un punto de
bifurcación big bang para los supuestos b < 0, puntos �jos virtuales y esta-
bles, al igual que la conjetura de [12], pero con el mapa P de�nido en (2.28)
con determinantes distintos y trazas iguales.

Figura 2.10: (a) Plano (aR, aL), las líneas separan las regiones en el intervalo[
π
2
, π

]
cuyas órbitas periódicas tienen el mismo periodo. (b) Diagrama de

bifurcación del mapa P de�nido en (2.29) con los parámetros γL = γR = −2,
tL = tR = 0,1, mL = 0, mR = 1 y b = −1 variando el parámetro θ. (c)
Periodos de las órbitas de (b) calculados numéricamente.
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Figura 2.11: (a) Plano (aR, aL), las líneas separan las regiones en el intervalo[
π
2
, π

]
cuyas órbitas periódicas tienen el mismo periodo. (b) Diagrama de

bifurcación del mapa P de�nido en (2.29) con los parámetros γL = γR = −2,
tL = tR = 0,1, mL = i, mR = 0 y b = −1 variando el parámetro θ. (c)
Periodos de las órbitas de (b) calculados numéricamente.
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Figura 2.12: (a) Plano (aR, aL), las líneas separan las regiones en el intervalo[
π
2
, π

]
cuyas órbitas periódicas tienen el mismo periodo. (b) Diagrama de

bifurcación del mapa P de�nido en (2.29) con los parámetros γL = γR = −2,
tL = tR = 0,1, mL = 1, mR = i y b = −1 variando el parámetro θ. (c)
Periodos de las órbitas de (b) calculados numéricamente.



Capítulo 3

El convertidor DC-DC

Buck-Boost

En este capítulo se estudia el modelo del convertidor DC-DC Buck-Boost
propuesto en [18, 23] desde las leyes físicas que gobiernan su comportamiento
hasta mostrar la existencia de órbitas periódicas en el mapa estroboscópico
asociado a la forma canónica normalizada del modelo del convertidor, pa-
sando por todas las transformaciones necesarias para llevar el modelo de su
forma original a su forma canónica normalizada.

3.1. El modelo del convertidor

En esta sección se presentan los preliminares en física y teoría de cir-
cuitos necesarios para entender el comportamiento del convertidor DC-DC
Buck-Boost, empezando por una breve descripción de las variables eléctricas
fundamentales (carga, corriente, tensión y potencia). Después se hace un bre-
ve reconocimiento de los elementos del circuito y su funcionamiento, seguido
por una intuitiva explicación de las leyes físicas que gobiernan a los circuitos
cerrados como es el caso del convertidor y terminando con la deducción de
los modelos planteados en [18, 23].

3.1.1. Variables eléctricas fundamentales

La carga eléctrica es una propiedad de la materia, por la física clásica se
sabe que los átomos estan compuestos por electrónes, protones y neutrones,
partículas subatómicas con carga negativa, positiva y neutra respectivamente.
La carga eléctrica se simboliza como (q) mide en Coulombs (C), la carga de
de un proton y de un electrón son en magnitúd igual a 1,6 × 10−19C pero

47
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con signos opuestos, es por esto que cuando un átomo tiene igual cantidad de
protones que de neutrones se dice que este se encuentra cargado neutralmente,
en caso contrario el átomo estará cargado positiva o negativamente según
corresponda.

Los átomos pueden transferirse electrones entre sí, lo que se conoce como
el �ujo de electrones. Cuando esto ocurre el electrón deja un vació en el átomo
que lo trans�rió, este vacio se conoce como hueco, estos huecos y electrones
son conocidos como portadores libres de carga, los primeros positivos y los
segundos negativos, ver [27].

Cuando una estructura sólida de átomos se encuentra en presencia de una
fuerza electromotríz (fem) como una batería, los portadores libres positivos
se mueven en el sentido de esta fuente y los portadores libres negativos se
mueven en el sentido contrario. El movimiento de los portadores positivos
se conoce como corriente eléctrica que se simboliza como i y se mide en
Ampere (A) que equivale a un Coulomb sobre segundo, ver[20]. Cuando esta
corriente es constante se le conoce como corriente directa y cuando varía en
forma sinusoidal se le conoce como corriente alterna. Matemáticamente la
corriente eléctrica es la derivada de la carga con respecto al tiempo:

i =
dq

dt
, (3.1)

Para mover un portador libre desde un punto a hasta otro punto b, se
requiere de un esfuerzo por parte de la funte que provoca el movimiento, dicho
esfuerzo se conoce como tensión o diferencia de potencial entre los puntos a y
b. Esta se representa como vab y se mide en Volt (V ) que equivalen a un Joule
sobre Coulomb. Matemáticamente la tesión se expresa como la derivada de
la energía con respecto a la carga:

vab =
dw

dq
. (3.2)

Analogamente a la corriente eléctrica, la tensión constante se conoce ten-
sión de cd y la tensión variable como tensión de ca.

Con estas dos variables fundamentales claras, se puede hablar del con-
cepto de potencia eléctrica que hace referencia al consumo o suministro de
enrgía que tiene cada elemento de un circutio. Cada elemento del circuito
que consume energía se le conoce como un elemento pasivo y aquel que la
suministra se le conoce como activo. Por de�nición la potencia es la derivada
de la energía con respecto al tiempo, por regla de la cadena se obtiene la
siguiente relación entre potencia, tensión y corriente:

p =
dw

dt
=
dw

dq

dq

dt
= vi. (3.3)
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La potencia se simboliza como p y se mide en Watt (W ), que equivale a
un Joule por cada segundo.

3.1.2. Leyes de Kirchho� y ley de Ohm

La resistencia eléctrica es una propiedad de la materia, todos los cuerpos
la poseen y mide la oposición de un cuerpo al �ujo de corriente a través de
el. Los cuerpos que poseen una resistencia eléctrica lo su�cientemente baja
para no provocar perdidas considerables en el �ujo de corriente a través de
ellos se conocen como conductores eléctricos, por otra parte si su resistencia
eléctrica es lo su�cientemente alta se le conoce como aislante. Un ejemplo
de un conductor eléctrico somos usted y yo, debido a que un porcentaje
considerable de nuestra masa corporal es agua con hierro y otros compuestos
conductores.

Existen elementos especiales en los que la tensión a la que se somete el
cuerpo es proporcional a la corriente que circula a través de ellos, estos ele-
mentos se conocen como elementos óhmicos y la constante de proporcinalidad
se denota como R y se mide en Ohm que equivale a 1 Volt sobre Ampere
(Ω). Esta propiedad se conoce como la ley de Ohm en honor al físico alemán
Georg Simon Ohm (1787-1854).

Junto con la ley de Ohm, las leyes de Kirchho� son la base de un vasto
conjunto de técnicas para el análisis de una gran variedad de circuitos eléc-
tricos. Estas leyes fueron introducidas por el físico alemán Gustav Robert
Kirchho� (1824-1887) y se les conoce formalmente como la ley de corrientes
de Kirchho� (LCK) y la ley de voltajes de Krichho� (LVK) [1].

La LCK se basa en la ley de la conservación de la carga, mientras que
la LVK se fundamenta en el principio de conservación de la energía, por lo
que ambas son leyes físicas fundamentales [21]. La LCK dice que la suma de
las corrientes que entran a un punto de un circuito es igual a la suma de las
corrientes que sales de este.

Cuando un elemento es pasivo se dice que en este hay una caida de tensión,
ya que este elemento consume energia, en el caso contrario se dice que en el
elemento hay una elevación de la tensión. Con esto claro, la LVK dice que la
suma de todas las elvaciones de tensión es igual a la suma de las caidas de
tensión alrededor de cualquier camino cerrado del circuito.

3.1.3. Componentes del convertidor

En esta sección se identi�carán los componentes del circuito del converti-
dor DC-DC Buck-Boost estudiado en [23] y se explicará brevemente su fun-
cionamiento. Para empezar, a continuación se muestra el circuito estudiado
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en [23].

Figura 3.1: Circuito del convertidor DC-DC Buck-Boost estudiado en [23]

El circuito de la Figura 3.1 tiene un condensador C, un inductor L, un
diodo D y dos resistencias R y RL, la primera es una resistencia de carbon
y la segunda es una resistencia propia del inductor.

El elemento más sencillo es la resistencia eléctrica, pues este siempre se
comporta como un elemento pasivo y la relación entre la corriente que pasa a
través de el es proporcional a la tensión en sus terminales (ley de ohm), por
lo que concluimos que la caida de tensión V0 que pasa por la resistencia R es
igual al producto de la corriente i0 con la resistencia R. Note que los signos
de la tensión V0 se ponen como un + a la entrada de la corriente y un − en
la salida de este, lo que indica que el elemento consume energía, si los signos
se colocan de forma contraria indicando una elevación de tensión, esta será
negativa.

El condensador es lo que se conoce como un elemento almacenador de
energía, analogo a una bateria pero con una capacidad de almacenamiento
mucho menor claro, regularmente se utiliza para suavizar una señal o darle
un retraso, ver [1, 21]. A diferencia de la resistencia este elemento puede
comportarse como pasivo y activo, pues en presencia de una fuente que le
suministre energía este la va a almacenar comportandose como pasivo, pero
en caso contrario la va a liberar al circuito comportandose como un elemento
activo.

La capacitancia se de�ne como la relación entre la cantidad de carga alma-
cenada por el condensador y la tensión en sus terminales. En un condensador
ideal la capacitancia depende puramente de las propiedades geométricas del
condensador, ver [32]. Matemáticamente se expresa como
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Q(t) = CV (t), (3.4)

si se denota iC la corriente que �uye en el condensador, se deriva a ambos
lados de la ecuación (3.4), se obtiene la siguiente relación entre corriente y
tensión en el condensador.

iC = C
dvC
dt

. (3.5)

Otro elemento del circuito es el inductor, este al igual que el condensador
es un elemento almacenador de energía y la relación entre corriente y tensión
en el es no lineal. Este elemento funciona gracias a un ley física conocida como
la ley de inducción de faraday que dice que un circuito cerrado en presencia
de un �ujo magnético variable experimenta una corriente inducida por este
campo y la tensión en sus terminales es proporcional a la derivada de este
�ujo magnético, ver [32]. En el caso del inductor el campo magnético es el
producto de la cantidad de espiras del inductor, el area de estas espiras, una
constante universal µ0 y la corriente que �uye en estas espiras. Tomando vL
e iL como la tensión y corriente en el inductor, matemáticamente se puede
expresar la relación entre estas dos variables como

vL = L
diL
dt
, (3.6)

donde L = nAµ0, con n el número de espiras del inductor y A el area de
las espiras. Note que al igual que la capacitancia de un condensador, la in-
ductancia de un inductor depende puramente de las dimensiones geométricas
del inductor.

El número de elementos almacenadores de energía en un circuito deter-
minan lo que se conoce como el orden del circuito, ver [21, 1]. El circuito
mostrado en la Figura 3.1 es un circuito de orden dos, debido a que tiene
un condensador y un inductor, esto signi�ca que el comportamiento de las
variables del circuito puede ser modelado mediante una ecuación diferencial
de orden dos o un sistema de ecuaciones diferenciales de orden dos.

Finalmente el diodo D es un elemento no lineal especial, que funciona
como una compuerta. Cuando este elemento esta en presencia de una tensión
muy pequeña vd, permite el �ujo de corriente a través de el en un solo sentido,
que es el sentido de la corriente id mostrada en el circuito de la Figura 3.1.
La caida de tensión en este elemento pasivo es despreciable, aún así en la
Figura 3.1 se muestra una fuente de tensión vd que compensa esta caida de
tensión y que se asegura de que el elemento siempre esté en operación.

Cuando el interruptor esta abierto, este desconecta a la fuente vin del
resto del circuito, en este caso se dice que el diodo esta cerrado. Cuando
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el interruptor esta cerrado, el diodo no permite que esta fuente suministre
corriente a la parte derecha del circuito, aislando esta parte del circuito de
la fuente vin, en este caso se dirá que el diodo esta abierto.

3.1.4. Deducción del modelo

Para empezar la deducción del modelo suponga que el diodo esta abierto,
por lo que la corriente id es 0 y el circuito esta separado, de acuerdo con la
LVK, la suma de la tensión de la fuente con la tensión del inductor debe dar
0, por lo tanto queda la siguiente ecuación:

vin − vRL − vL = 0,

vin −RLiL − L
diL
dt

= 0,

diL
dt

=
vin
L

−RLiL
L

,

donde vRL es la caida de tensión en la resistencia RL del inductor .Por otra
parte, al sumar la tensión del condensador con la tensión en la resistencia,
esta también debe dar 0:

vC = −v0,

sustituyendo a v0 en la ecuación (3.5), se obtiene:

C
dvC
dt

= −iC ,

−Cdv0
dt

= i0,

−Cdv0
dt

=
v0
R
,

dv0
dt

= − v0
RC

,

Con estas dos ecuaciones, el comportamiento de la tensión en el conden-
sador y la corriente en el inductor se modelan mediante el siguiente arreglo
matricial:
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[
diL
dt
dv0
dt

]
=

[
−RL

L
0

0 − 1
RC

] [
iL
v0

]
+

[
vin
L

0

]
,

Ahora se plantean las ecuaciones del circuito cuando el diodo se encuentra
cerrado, es decir que la corriente iin es 0. Por la LCK, se tiene que:

iL − id = 0,

iL = id,

por otra parte, también por LCK:

ic + i0 = id,

ic + i0 = iL,

−CdvC
dt

− vC
R

= iL,

dvC
dt

= − vC
RC

−iL
C
,

dv0
dt

=
iL
C
− v0
RC

,

Aplicando una LVK en el camino cerrado central del circuito:

vL + vRL − vC = 0,

L
diL
dt

+ vRL + v0 = 0,

diL
dt

= −RiL
L

−v0
L
,

con lo anterior se tiene que el comportamiento de las variables iL y V0 es:

[
diL
dt
dv0
dt

]
=

[
−RL

L
− 1

L
1
C

− 1
RC

] [
iL
v0

]
,
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3.2. Modelo del convertidor

En la sección anterior se deduce el modelo del convertidor DC-DC Buck-
Boost considerando un inductor con resistencia, que es el modelo propuesto
en [23]. El modelo propuesto en [18] es el mismo modelo pero considerando
que la resistencia del inductor RL es nula, debido a que esta resistencia por
lo general es muy pequeña respecto a la resistencia R del circuito.

Cuando se considera que la resistencia RL es nula, la matríz del modelo
cuando el diodo esta abierto es no ivertible, lo que hace que el homomor�smo
(1.20) sea no inyectivo haciendo que se pierda la equivalencia topológica al
aplicarlo al modelo. Por lo tanto se estudiará el modelo propuesto en [23] con
RL mayor que cero.

En esta sección se propone una zona de conmutación recta para el modelo
y se realizan unos cambios de variable adecuados para adimensionalizar el
sistema y trasladar su zona de conmutación a la recta eT1 x = 0. Una vez rea-
lizados estos cambios se �ja el periodo de evolución del circuito y se muestra
el mapa estroboscópico asociado a este, sobre el que se concluye basandose
en los resultados del capítulo anterior.

σ

([
iL
V0

])
= k1(iL − iref ) + k2(V0 − Vref ), (3.7)

donde Vref e iref son la tensión y corriente que se desean obtener y k1, k2
son constantes con las dimensiones adecuadas. Con esta zona de conmutación
el PWL queda de la forma

[
diL
dt

dV0

dt

]
=



[ −RL

L
−1
L

1
C

−1
RC

] [
iL
V0

]
, σ

([
iL
V0

])
< 0,

[ −RL

L
0

0 −1
RC

] [
iL
V0

]
+

[
Vin

L

0

]
, σ

([
iL
V0

])
≥ 0,

(3.8)

con C,L,R,RL, Vin parámetros positivos del circuito.

3.2.1. Adimensionalización del modelo

Adimensionalizar el sistema (3.8) permite reducir la cantidad de paráme-
tros del sistema y hace más sencilla su simulación, para esto considere las
siguientes variables adimensionales
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x1 =

(
1 +

RL

R

)√
L

C

iL
Vin

,

x2 =

(
1 +

RL

R

)
V0
Vin

,

s =
t√
LC

,

(3.9)

Realizando el cambio de las variables de (3.8) por las de (3.9), el modelo
adimensional queda de la forma

ẋ =



[
−µ −1
1 −β

]
x, x ∈ S1,

[
−µ 0
0 −β

]
x+

[
1 + µβ

0

]
, x ∈ S2.

(3.10)

Con x = [x1, x2]
T ∈ R2 y β, µ dadas por

β =

√
L

R2C
, (3.11)

µ =

√
R2

LC

L
. (3.12)

Note que β y µ son parámetros positivos.
ahora considere la siguiente zona de conmutación para el sistema adimen-

sional:

σ(x) = cT (x− r), (3.13)

Con r = [x1ref , x2ref ]
T es el vector con la corriente y tensión de salida

ideal y c = [c1, c2] ∈ R2, recta que divide el plano en las siguientes tres
zonas:

S1 = {x ∈ R2 : σ(x) < 0},
S2 = {x ∈ R2 : σ(x) > 0},
Σ = {x ∈ R2 : σ(x) = 0}.

(3.14)

Este sistema aún no se puede llevar a la forma canónica mediante el
homomor�smo H de�nido en (1.20), debido a que su zona de conmutación
no es la recta eT1 x = 0 y a que la entrada aR12 = 0. Por lo tanto es necesario
aplicar un cambio de coordenadas adecuado que solucione estos problemas.
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3.2.2. Cambio de coordenadas

Ahora se tomará el siguiente cambio de coordenadas que permitirá tras-
ladar la zona de conmutación del sistema adimensional (3.10) a la recta
eT1 x = 0,x ∈ R2, para que el modelo del convertidor quede de la forma del
sistema (1.18):

x̄ =

[
c1 c2
0 1

]
x+

[
d
0

]
, (3.15)

con d = −cT r. Este nuevo cambio de coordenadas divide el plano en las
siguientes zonas:

ΣL = {x ∈ R2 : eT1 x < 0},
ΣR = {x ∈ R2 : eT1 x ≥ 0},

(3.16)

Por simplicidad en la notación se escribirá la nueva variable como x. Con
lo que el sistema PWL queda de la forma:

ẋ =



 c2−µc1
c1

−
(

c21+(β−µ)c1c2+c22
c1

)
1
c1

−
(

βc1+c2
c1

) x+

[
dµc1−c2

c1

− d
c1

]
, eT1 x < 0,

[
−µ −c2(β − µ)
0 −β

]
x+

[
dµ+ c1(1 + βµ)

0

]
, eT1 x ≥ 0.

(3.17)
El siguiente resultado es fundamental para la aplicación de la teoría mos-

trada en capítulos anteriores, ya que da condiciones sobre los parámetros
del sistema que garantizan su equivalencia topológica con su escritura en la
forma canónica de�nida en (1.21).

Proposición 12. Considere el sistema (3.17) con β, µ > 0 y el parámetro
c = c2

c1
, c1 ̸= 0. Si c3 + (β + µ)c2 + c > 0, entonces el sistema se puede

reescribir en la forma canónica de�nida en (1.21).

Note que, en particular si c1c2 > 0 entonces se cumple la anterior des-
igualdad.

3.2.3. Forma canónica del modelo

Al aplicar el homomor�smo (1.20) al sistema (3.17), se llega a la forma
canónica del modelo del convertidor Buck Boost dada por
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ẋ =



[
−β − µ −1
1 + βµ 0

]
x−

[
0
cL

]
, eT1 x < 0,

[
−β − µ −1
βµ 0

]
x−

[
−b
cR

]
, eT1 x ≥ 0.

(3.18)

Con los parámetros:

cL = d(1 + βµ),

cR = β

(
1 +

c21 + c22
c1c2(β − µ)

)
(dµ+ c2(1 + βµ)) ,

b =

(
1 +

c21 + c22
c1c2(β + µ)

)
(dµ+ c2(1 + βµ)) + d

c2 − µc1
c1

.

Note que b = cR
β
+d

(
c2
c1
− µ

)
, esta relación facilita encontrar los paráme-

tros del sistema (3.17) que al transformarse en la forma canónica esta tenga
unos parámetros deseados.

Por otra parte ambas matrices tienen la misma traza−β−µ < 0 y también
tienen determinantes positivo, sus discriminantes ∆{R,L} estan dados por

∆R = (β − µ)2,

∆L = (β − µ)2 − 4,
(3.19)

entonces ∆R ≥ 0 y ∆L puede tomar cualquier signo dependiendo de los
parámetros β, µ.

3.2.4. Forma canónica normalizada del modelo

Al realizar el escalamiento en las variables adecuadas, se lleva el siste-
ma (3.18) a su forma normalizada, con las siguientes restricciones sobre sus
parámetros

ẋ =



[
2γ −1

γ2 −m2
L 0

]
x−

[
0
aL

]
, eT1 x < 0,

[
2γ −1

γ2 −m2
R 0

]
x−

[
−b
aR

]
, eT1 x ≥ 0.

(3.20)

con
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ωj =

{
1
2

√
|∆j|, ∆j ̸= 0,

1, ∆j = 0,
, γj =

−β − µ

ωj

,

mL ∈ {0, 1, i} , mR ∈ {0, 1} , aj =
cj
ωj

, tj =
t

ωj

,

(3.21)

j ∈ {R,L}.
Con estas restricciones, es evidente que el sistema (3.20) pertenece a la

familia de sistemas cuyo mapa estroboscópico se estudió en el capítulo 2.



3.3. MAPA DEL CONVERTIDOR 59

3.3. Mapa del convertidor

En esta sección se presentan algunas simulaciones del mapa estroboscópi-
co asociado al sistema PWL adimensional del convertidor de�nido en (3.10)
en donde este alcanza distintas órbitas periódicas de distintos periodos, des-
pués se presenta el mapa estroboscópico de la forma canónica normalizada
del modelo del convertidor junto con algunas simulaciones de este mapa.

El siguiente mapa corresponde a la discretización estroboscópica del sis-
tema PWL adimensional de�nido en (3.10)

xn+1 = F (xn, ζ) =

 FL(xn, β, µ, t) = eBLtxn, σ(xn) < 0,

FR(xn, β, µ, t) = eBRtxn + (eBLtxn − I)B−1
R vR, σ(xn) ≥ 0,

(3.22)
donde el vector ζ = [β, µ, c1, c2, d, t] y las matrices BL, BR y el vector vR

estan de�nidos por

BL =

[
−µ −1
1 −β

]
, BR =

[
−µ 0
0 −β

]
, vR =

[
1 + µβ

0

]
,

y la recta de conmutación σ(x) esta dada por

σ(x) = c1e
T
1 x+ c2e

T
2 x+ d,

Este mapa presenta órbitas periódicas de distintos periodos y sus órbitas
sismpre son estables, ya que los valores propios de las matrices BL y BR están
dados por las expresiones

λL1 =
−(β + µ) +

√
(β − µ)2 − 4

2
, λL2 =

−(β + µ)−
√
(β − µ)2 − 4

2
,

λR1 = −β, λR2 = −µ,

teniendo en cuenta que los parámetros β y µ son positivos, todas las
expresiones de los valores propios de las matrices BL y BR tienen parte real
negativa en todos los casos, lo que implica que los valores propios de las
matrices eBLt y eBRt, con t > 0 se encuentran dentro del circulo unitario.
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Los puntos �jos del mapa (3.22) estan dados por

x∗
L =

[
0
0

]
, x∗

R =

[ 1+βµ
µ−1

0

]
,

para que estos sean virtuales se necesita que
σ(x∗

L) = d > 0 y σ(x∗
R) =

c1(1+βµ)
µ−1

+ d < 0.

1.66 1.68 1.7 1.72 1.74 1.76 1.78 1.8 1.82

x1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

x2

0 50 100

n

1.65

1.7

1.75

1.8

1.85

x1

0 50 100

n

0.8

0.85

0.9

0.95

x2

Figura 3.2: Órbita de periodo dos del mapa adimensional del convertidor
de�nido en (3.10) para la con�guración de parámetros β = 1, µ = 0,05,
c1 = −0,53, c2 = 0,0265, d = 0,952 y condición inicial x0 = [0,707, 0,473]T .
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Figura 3.3: Órbita de periodo tres del mapa adimensional del convertidor
de�nido en (3.10) para la con�guración de parámetros β = 1, µ = 0,05,
c1 = −1,3, c2 = −0,104, d = 0,952 y condición inicial x0 = [0,7, 0,5]T .
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Figura 3.4: Órbita de periodo cinco del mapa adimensional del convertidor
de�nido en (3.10) para la con�guración de parámetros β = 1, µ = 0,05,
c1 = −0,53, c2 = −0,0265, d = 1,62 y condición inicial x0 = [3,04, 1,14]T .



62 CAPÍTULO 3. EL CONVERTIDOR DC-DC BUCK-BOOST

0.45 0.5 0.55 0.6 0.65

x1

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

x2

0 50 100

n

0.45

0.5

0.55

0.6

0.65

x1

0 50 100

n

0.34

0.36

0.38

0.4

0.42

x2

Figura 3.5: Órbita de periodo siete del mapa adimensional del convertidor
de�nido en (3.10) para la con�guración de parámetros β = 1, µ = 0,05,
c1 = −1,8, c2 = −0,09, d = 0,952 y condición inicial x0 = [0, 1]T .
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Figura 3.6: Órbita de periodo nueve del mapa adimensional del convertidor
de�nido en (3.10) para la con�guración de parámetros β = 2, µ = 0,05,
c1 = −1,4, c2 = −0,112, d = 0,952 y condición inicial x0 = [0, 10]T .
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Figura 3.7: Órbita de periodo ventiocho del mapa adimensional del converti-
dor de�nido en (3.10) para la con�guración de parámetros β = 1, µ = 0,05,
c1 = −1,4, c2 = −0,14, d = 0,952 y condición inicial x0 = [0,65, 0,447]T .
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Figura 3.8: Órbita de periodo treinta y cuatro del mapa adimensional del
convertidor de�nido en (3.10) para la con�guración de parámetros β = 1,
µ = 0,05, c1 = −1,4, c2 = −0,112, d = 0,952 y condición inicial x0 =
[0,712, 0,422]T .
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Figura 3.9: Órbita de periodo sesenta y cuatro del mapa adimensional del
convertidor de�nido en (3.10) para la con�guración de parámetros β = 1,
µ = 0,05, c1 = −1,3, c2 = −0,104, d = 0,952 y condición inicial x0 =
[0,757, 0,444]T .

Note que las órbitas de periodo tres y sesenta y cuatro que se muestran
en las Figuras 3.3 y 3.9 respectivamente comparten la misma con�guración
de parámetros, solo cambia su condición inicial. Lo que signi�ca que para
ciertas con�guraciones de parámetros el mapa F de�nido en (3.22) presenta
una co-existencia de órbitas periódicas, lo que signi�ca que existen varias
órbitas periódicas y cada una posee su propia cuenca de atracción. Por lo
anterior es necesario conocer estas cuencas de atracción si se desea encontrar
parámetros del convertidor que presenten una órbita periódica especí�ca.

Un problema con las transformaciones de un sistema a otro topológica-
mente equivalente es que las cuencas de atracción de las órbitas periódicas
por lo general cambian, lo que signi�ca que aunque se pueda garantizar que
existe una órbita periódica de periodo n debido a que se encontró una órbita
periódica de este periodo en un sistema topológicamente equivalente, si el
sistema original presenta una co-existencia de órbitas periódicas, no basta
con los parámetros para poder alcanzar esta órbita periódica.

Las matrices BL y BR del mapa F de�nido en (3.22) no son matrices se-
mejantes, por lo tanto sus discriminantes ∆L y ∆R son distintos. Lo anterior
implica que los periodos de muestreo a izquierda y derecha de la recta de con-
mutación eT1 x = 0 son diferentes, por lo que es posible obtener bifurcaciones
gracias a la diferencia de estos periodos de muestreo.
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El siguiente es el mapa estroboscópico asociado a la forma canónica nor-
malizada del sistema PWL del convertidor

xn+1 = P (xn, η) =

 PL(xn, η) = ΦLxn − (ΦL − I)A−1
L bL, eT1 x < 0,

PR(xn, η) = ΦRxn − (ΦR − I)A−1
R bR, eT1 x ≥ 0,

(3.23)
donde η = [, aR, aL, b, tL, tR]

T y las matrices AL, AR y los vectores bL, bR

estan dados por

AL =

[
2γL −1

γ2L −m2
L 0

]
, bL =

[
0
aL

]
,

AR =

[
2γR −1

γ2R −m2
R 0

]
, bR =

[
−b
aR

]
,

con los parámetros a{L,R}, γ{L,R}, m{L,R}, b de�nidos en (3.21) y Φ{L,R} =
eA{L,R}t{L,R} .

Note que la relación entre los tiempos de muestreo tL y tR esta dada por

tL =
ωL

ωR

tR =

{ √
1− 4

(β−µ)2
tR, si |β − µ| /∈ {0, 2} ,

tR, si |β − µ| ∈ {0, 2} ,

para valores de µ muy cercanos a β la relación entre los tiempos de mues-
treo crece indiscriminadamente. La diferencia en estos tiempos de muestreo
puede ocasionar bifurcaciones en el mapa P de la forma canónica normali-
zada del convertidor, para ilustrar esto considere el siguiente diagrama de
bifurcación variando el parámetro tR
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Figura 3.10: Diagrama de bifurcación del mapa P de�nido en (3.23) con la
con�guración de parámetros γ = −2, mL = mR = 1, cL = 0,707, cR =
−0,707, b = −1, tL = 0,1 y variando el parámetro tR.

Por otra parte, los resultados del Capítulo 2 muestran que en el mapa
estroboscópico asociado a la forma canónica normalizada de un sistema PWL
con matrices cuyas trazas son iguales y negativas, determinantes positivos
puede presentar un punto de bifurcación big bang. A continuación se presenta
un conjunto de parámetros del sistema PWL de�nido en (3.17)

β = 1, µ = 0,05, t = 0,1,

c1 = −0,53, c2 = −0,0265, d = 0,952,

Con esta con�guración de parámetros, los parámetros de la forma canó-
nica normalizada se muestran a continuación, excepto los parámetros aL y
aR, ya que se utilizará la técnica presentada en Capítulo 2 para mostrar la
presencia de la bifurcación big bang en el mapa P de�nido en (3.23) en el
plano de parámetros (aL, aR).
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γL = −1,19, γR = −2,21, mL = i, mR = 1,

b = −1, tL = 0,11, tR = 0,21, r = 1.

Figura 3.11: (a) Plano (aR, aL), las líneas separan las regiones en el intervalo[
π
2
, π

]
cuyas órbitas periódicas tienen el mismo periodo. (b) Diagrama de

bifurcación del mapa P de�nido en (3.23) con los parámetros γL = −1,19,
γR = −2,21, tL = 0,11, tR = 0,21 mL = i, mR = 1 y b = −1 variando el
parámetro θ. (c) Periodos de las órbitas de (b) calculados numéricamente.
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Capítulo 4

Conclusiones y trabajos futuros

Motivados por los resultados reportados en [12] sobre la presencia de
la bifurcación big bang en un mapa lineal a trozos de dimensión dos y [2]
sobre la presencia de órbitas periódicas y la bifurcación big bang en mapas
estroboscópicos de dimensión dos asociados a sistemas PWL con matrices
iguales, en este trabajo se inicia un estudio numérico de la presencia de
fenómenos como bifurcaciones por colisión de borde, bifurcación big bang
con incremento de periodo en mapas estrosboscópicos asociados a sistemas
PWL con matrices distintas. Durante el estudio se dió evidencia numérica
de la presencia de la bifurcación big bang con adición de periodo en estos
mapas cuando se cumplen los suspuestos planteados en [12] para conjeturar
la presencia de la bifurcación big bang en el mapa que allí se estudia.

En [2] se caracterízan componentes de las órbitas periódicas del mapa que
allí se estudia, empleando funciones como las que se muestran en el capítulo
dos para caracterizar a la matríz exponencial junto con otras funciones allí
de�nidas y se plantea un teorema que garantiza la presencia de una órbita
estable y de periodo dos en el mapa, también conjeturan la presencia de la
bifurcación big bang en ese mapa. Como trabajo futuro se desea caracterizar
también estas órbitas periódicas pero esta vez para el mapa estudiado en este
trabajo y así estudiar de forma analítica la admisibilidad de estas órbitas
periódicas.

Las simulaciones sugieren que la conjetura presentada en [12] es cierta
para mapas con ambas matrices iguales, pero también para mapas con ma-
trices que tienen determinantes distintos, aún así su validación es un trabajo
futuro.

En cuanto a la aplicación al convertidor DC-DC Buck-Boost, se presentó
evidencia de que el mapa estroboscópico asociado a su forma canónica norma-
lizada puede presentar un punto de bifurcación big bang de codimensión dos
y de que este mapa puede presentar bifurcaciones dependiendo de la relación

69



70 CAPÍTULO 4. CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

entre los tiempos de muestreo que se generan gracias a la aplicación de la for-
ma canónica normalizada al mapa, por lo que para un futuro se trabajará con
el mapa estroboscópico asociado a la forma canónica del sistema PWL del
convertidor. Po orta parte también es necesario estudiar técnicas numéricas
que permitan caracterizar las cuencas de atracción de las órbitas periódicas,
ya que en este tipo de mapas a veces se presenta la co-existencia de órbitas
periódicas, lo que di�culta encontrar parámetros y condiciones iniciales en el
modelo original que lo conduzcan a una órbita periódica especí�ca.
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