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4 INDICE GENERAL

Resumen

En este documento estudiamos el modelo matematico para la deflexion de una cuerda
sujeta en sus extremos. Presentamos algunos resultados clésicos del andlisis funcional
relacionados con la existencia y unicidad de soluciones, y exploramos la configuracion
geométrica del conjunto de puntos criticos de la solucion del problema lineal de la
cuerda en relacién con la distribucion de carga que se aplica sobre esta.

Abstract

In this document we study the mathematical model for the deflection of a rope held
at its ends. We present some classical results of the functional analysis related to the
existence and uniqueness of solutions, and we explore the geometric configuration of
the set of critical points of the solution of the linear problem of the rope in relation
to the load distribution applied on it.



Capitulo 1

Introduccion

El problema de la deflexiéon de una cuerda de longitud 1, sujeta en sus extremos,
sometida a una distribucién de fuerzas f = f(z), que depende de la posicién sobre la
cuerda, puede modelarse mediante la ecuacién

—UII(SL’) = f('r)ﬂ (1 1)
u(0) = u(1) = 0. '

En el caso en que la distribucion de fuerzas f dependa del valor de la deflexion wu, el
problema se puede modelar mediante la ecuacién

—u"(z) = f(u),
{U(O) =u(l) =0. (1.2)

Si bien el problema de existencia y unicidad de (1.1) y (1.2) esta resuelto, véase
referencias [2], [3], [6], y son conocidas sus soluciones empleando distintas técnicas
de las ecuaciones diferenciales ordinarias, véase referencia [6]. Es siempre un desafio
para todo estudiante o profesional de la matematica abordar los conceptos tedricos
para el estudio de este tipo de problemas, y las analogias que del mismo se pueden
desprender hacia otros campos disciplinares.

De acuerdo con lo anterior, en este documento nos proponemos a presentar algunos
resultado clasicos del andlisis matematico y funcional, que nos permitan estudiar las
técnicas necesarias para garantizar la existencia y unicidad de soluciones a los pro-
blemas (1.1) y (1.2), y asi como probar algunas propiedades cualitativas del conjunto
de puntos criticos de la solucién del problema (1.1).
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Capitulo 2

Preliminares matematicos

2.1 Espacios de funciones

A partir de este momento hasta que se indique lo contrario, ) representa un intervalo
abierto y acotado de R, denotaremos con 052 a la frontera de 2. Escribiremos C(2)
para referirnos al conjunto de las funciones continuas en €2, con C(Q) a las funciones
continuas en la clausura de 2, con Cy(€2) al conjunto de las funciones continuas en
2 que se anulan en 082, con C™(Q2) al conjunto de las funciones cuyas n—ésimas
derivadas son continuas en © y con C™(€2) N Cy(Q2) al conjunto de funciones que se
anulan en 02 y cuyas n—ésimas derivadas son continuas en ).

Emplearemos la notacién C°(€2) para representar el conjunto de funciones infinita-
mente diferenciables que tienen soporte compacto en 2. El soporte de una funcion u
definida en € es el conjunto {x € Qlu(z) # 0}.

Denotaremos con L?*(€2) al conjunto de funciones cuadrado integrables, es decir

L?(Q):{f:/ﬂf2dx<oo}.

Por otro lado, si f,g € L*(2) puede probarse que la integral

(f.9) = /Q fod,

define un producto punto, y que L?(£2) es un espacio de Hilbert, esto quiere decir que
es completo con la norma (f, f) = ||f||%2(9)7 en el sentido de que toda sucesién de

Cauchy definida en L?(Q) es convergente en L*((2).

Existen espacios vectoriales normados, cuya norma no se desprende del producto
punto. Si estos espacios son completos bajo su correspondiente norma, se les conoce
entonces como espacios de Banach.

En L?(Q) se verifica la desigualdad de Cauchy- Schwarz, es decir

I(f, D < fllzellgll 2

Denotaremos con L},.(£2) al siguiente conjunto

L) ={f:Q—=R: /]f|dx < oo para cadal CC (L.

3
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Ejemplo 1. La integral

1
/ 2% du, (2.1)
0

es convergente cuando p > —1/2, y de acuerdo con esto f € L*(Q2) con 2 = (0,1).

Ejemplo 2. Podemos sacar provecho del ejemplo (1) y de la desigualdad de Cauchy —
Schwarz para encontrar una cota, no evidente, de la siguiente integral que no admite

una antiderivada
/4 gin g

En efecto

IN

1/2 1/2
w/4 sin w/4 . w/4 dr
0< i dx sin® x dx Y
0 T 0 0 'y

1/2 T/4 1 ) 1/2
(2v/77) ( / —Td)
0
1 T
- (— _ 1) VT R 0.502,

2\ \2

que es una mejor cota que si se hubiese tomado

w/4 T/4
/ sin dr < / d_x _ ﬁﬂ?’/‘l ~ 1.11,
0 0

xl/4 xl/4 3

asumiendo que |sinz| < 1. Es importante mencionar que el valor de la integral en
(2.2) es cercano a 0.35.

Definicién 1. Diremos que dos normas ||.|[1 y ||.||2 son equivalentes, si existen cons-
tantes a, b > 0 tales que
O]z < [[-Il < all.[|2-

Ejemplo 3. Considere las siguientes normas en R?

lzlly = /ot + 23 y [|2]]2 = max{[a1], |z2]}.

Es claro que ||z||]2 < ||z]|1. Por otro lado

[]ls = Va2 + 2 < /2méx(|a], |y])? = V2 max{|z], [y} = V2|l

y de acuerdo con lo anterior

[lell2 < el < vV2l]|2-
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2.2 Espacios de Sobolev

En esta seccién definiremos un espacio de Hilbert, llamado espacio de Sobolev, que es
una herramienta fundamental en el estudio de la existencia y unicidad de soluciones
del problema (1.1). Este tipo de soluciones son conocidas como soluciones débiles. El
lector interesado en consultar sobre estos aspectos, puede revisar la referencia [3], [5].

Definicién 2. Sean u,v € L}, (). Diremos que v es la derivada débil de u, lo que

escribiremos como v’ = v. Si se verifica

/ugo/dx: —/wdx,
Q Q

para toda funcién ¢ € C°(Q).

Ejemplo 4. Note que la funcién f(z) = |z| no es diferenciable en (—1, 1), sin embargo
mostraremos que dicha funcién admite una derivada débil en ese intervalo. En efecto,
considere una funcién ¢ € C°(—1,1) y note que

1 0 1
|z|p' (x) dx = —/ x¢' (x)dx +/ x¢' (z)dx.
—1 -1 0

al integrar por partes obtenemos

1 0 0 1 1
/ 2| dx = —xgo‘ + / odr + xgo‘ - / od.
1 -1 -1 0 0

Como ¢(—1) = ¢(1) = 0 entonces

/11|x|90/(x)dx=/jap(x)dx—/ol o(z)dz.

Consideremos la funcién

-1 si —1<2<0,
v(z) =
1 si0o<x<1.

Es claro que

([ cve@an+ [ Wptwas) == [ sptran

y de acuerdo con esto

» 2]’ (z) dox = —/ v(z)p(x) d.

En el siguiente ejemplo se muestra una funcién de L?(£2) con Q = (0.2) que no admite
derivada débil.
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Ejemplo 5. Considere la funciéon

r si0<az<1,

fz) =

3 sil<azx<?2,

vamos a probar que no existe ninguna funcién v € L}, () tal que

[ 10w = [Coote) ar

para todo ¢ € C(Q2). Argumentaremos por contradiccién. Supongamos que existe
una funcién v € L}, () tal que

1
0

- / vp(w) di = / f@)ea) = / v (x) dz +3 / T

:1‘9@

1 1 2
+/ wdr 4 3¢
0 0 1

= —2¢(1) — /01 pd.

es decir ) )
/ vpdr — / pdr =2p(1) (2.3)
0 0

Considere una sucesién {¢, } € C*(Q) tal que 0 < ¢, <1, p,(1) =1/2y p,(z) =0
para todo x # 1. Al cambiar ¢ por ¢, en la ecuacién (2.3) y al hacer n — oo
obtenemos

2 1
1=21im ¢,(1) = lim {/ v, dx —/ On d:p} =0,
0 0

n—o0 n—oo

lo cual no es posible.

Es importante mencionar que si una funcién f es diferenciable en 2 entonces su
derivada débil coincide con f’ en el sentido usual.

Definicién 3. Denotaremos con H'(2) al subconjunto de L?(Q) definido como
HY(Q) ={f e L*(Q): ['€ L)},
en donde f’ representa la derivada débil de f.

Para f,g € H'(Q) definiremos el producto escalar sobre H'(£2) como

(. D)y = /Q fo+ f'q dr, (2.4)

y puede probarse, véase referencia [5], que equipado con este producto escalar, H'()
es un espacio de Hilbert con la siguiente norma

[l = </Q 2+ (f’)2dx) 1/2. (2.5)
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Definicién 4. Definimos H{ (2) como la clausura de C2°(2) en H'(). Entendiéndo-

se la clausura para la norma en (2.5).

Puede probarse que H}(Q) equipado con el producto escalar (2.4) y la norma (2.5)

es también un espacio de Hilbert (véase referencia [5]).

2.2.1 Desigualdad de Poincaré

Considere una funcién v diferenciable en © = (0, 1) tal que v(0) = 0. Note que

v(z) = / v'(s) ds para x € Q.
0

Elevando al cuadrado y al aplicar la desigualdad de Cauchy — Schwarz, obtenemos

o(@)? < [(/0 dcc) v </Om(v’(s))2d8) 1/2] 2,

v <o [ 0/(s)2 s

con lo que

y como x < 1 entonces
1
v(x)? < x/ (v'(2))* d.
0

Integrando a ambos lados obtenemos

/Olv(x)2 dr < %/01(1)’(90))2 dr,

y esto es lo mismo que
1
[vllz20) < 5111122

resultado que se conoce como la desigualdad de Poincaré.
De acuerdo con la definicién (4) si v € H}(Q), entonces

1
lolfig = [ o+ @ de = lolfiaoy + 120

Se sigue de (2.6) que

1
||U||%2(Q) < 5”1/“%2(9)7

3
oz ) < 4/ 511V 1220
2

||U/||L2(Q) < HU”H(%(Q)-

y de acuerdo con (2.7)

Por otro lado, es claro que

(2.8)

(2.9)

(2.10)



8 CAPITULO 2. PRELIMINARES MATEMATICOS

Se sigue de la ecuacién (2.9) y (2.10) que

3
19 < el < /21 2.11)

lo que implica que
v—w € HY(Q) +— v = w € L*(Q)

A partir de este momento asumiremos que el producto interno de Hj () es
1
(s v) (o) :/ u'v' dx, (2.12)
0

2.3 Teorema de representacién de Riesz

En la siguiente secciéon presentaremos un resultado conocido como el teorema de
representacion de Riesz, que es una herramienta fundamental para garantizar la exis-
tencia y unicidad de soluciones débiles del problema (1.1). Es importante mencionar
que las demostraciones realizadas en esta seccion fueron inspiradas y adaptadas de
la referencia [5].

En lo que sigue H representa un espacio de Hilbert real, y denotaremos con (-,-) a
su producto interno. Para dos elementos u,v € H la notacién d(u,v) corresponde a
la distancia entre u y v.

El siguiente lema es un un resultado geométrico en espacios de Hilbert que permite
garantizar, en un conjunto cerrado y convexo K, la existencia de un tnico elemento
u que minimiza la distancia entre K a un cierto elemento h del espacio.

.h

Figura 2.1: Representacion de conjuntos K uno convexo, izquierda, y otro no conve-
x0, derecha, en el plano. Nétese la importancia de la convexidad para garantizar la
existencia de un tnico punto u que minimiza la distancia entre K y un punto h.

Lema 1. Sea H un espacio de Hilbert real, y K un subconjunto cerrado y convexo
no vacio de H. Para todo h € H existe un tnico u € K tal que d(u, h) < d(v, h) para
todo v € K.

Demostracion. Sea {x,} una sucesién en K tal que

[|h — || — illf(Hh—vH =d. (2.13)
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T — Tn
L2h =z — 1y

h —x,,

Figura 2.2: Representacion de la identidad del paralelogramo para los vectores h—x,,
vy h—xp,.

Probaremos que esta sucesion es de Cauchy. Sean z,,, y x,, elementos de {z,} y
considere los vectores h — z,,, y h — x,,.
De acuerdo con la identidad del paralelogramo tenemos que

120 = 2 — @l [* + |20 — 2 [* = 2||h = 2 * + 2] — 20|,

note que
Ty + Ty

2
> 4d?
2

125 — 2y — 0|2 = 4Hh—

T+ .
en donde ™" o6 un elemento de K debido a la convexidad de este conjunto. De

acuerdo con esto

T + Ty | |2

= 2 = 201k = 42— 2 = ] [ — 2

y se sigue de (2.13) que
120 = 2l |* < 2/[h = 2 [* + 2[ |7 — 2| |* — 4d”.

Haciendo n, m — oo tenemos que ||z, — || — 0, con lo que la sucesién {z,} es de
Cauchy. Como K es un subconjunto cerrado en el espacio de Hilbert, existe un tnico
u € K tal que z,, — u.

O

El elemento u de la prueba de (1) se representa comtinmente con Proygh, y esto se
lee como la proyeccién de h sobre K.

A partir de este momento, para un operador F' : H — R de valor real, lineal y
continuo denotaremos con K al nicleo de F, esto es

Kr={weH: F(w)=0}.
Puede probarse que K es un conjunto cerrado y convexo.

Teorema 1 (Representacién de Riesz). Sea F': H — R un operador lineal y continuo
en un espacio de Hilbert real H. Para cada F' existe un tnico u € H tal que

F(v) = (u,v) paratodo v € H. (2.14)
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Demostracion. Para un h € H \ K considere el elemento vg = h — Proyg,h. Note
que (v, w) = 0 para todo w € Kp. Puede probarse, véase referencia [5], que todo
elemento v € H puede escribirse en la forma

v = Avg + w, (2.15)

con w € Kp y un cierto escalar .

w0 4

AV Prog.h

Figura 2.3: Representacién en el plano del conjunto Kz y de los los vectores vy y w.

Al aplicar F' a ambos lados en (2.15), obtenemos

F(v) = AF(vy) + F(w),

con lo que
y )
F(vo)
y al reemplazar \ en (2.15)
Fv) +w
V= ——<U

haciendo el producto punto de esta tltima expresién con u = fvg, 5 € R, obtenemos

F(v)

_ 2
(U,U) - BF(U()) ||U0|| :
F
Note que si hacemos = I (Uﬁg, entonces
Vo
(u’v) = F(U)a

para todo v € H. Lo que indica que el elemento u, independiente de la eleccion de v,

que satisface (2.15) es
F(wo)

= Vo-
[[vo] 2

u
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La unicidad se sigue de manera inmediata al notar que si existiese otro u* que verifique
(2.14), entonces

0= F(v) — F(v) = (u—u",v) para todo v € H,
con lo que u = u*. O

A continuacién ilustraremos una propiedad de la soluciéon u del operador F' del teo-
rema anterior. Con este propoésito considere el siguiente funcional

con v € H y u fijo de H.
Note que P,(v) puede escribirse como:

1

1
Pu(w) = 5llv —ul® -

- 2
el

En donde —3|[u[* es el menor valor posible de P, cuando v = u. Por este motivo
diremos que la solucién u del teorema anterior minimiza el funcional
1

T(w) = 5ol = F(v) (2.16)

Pu(v)

(u, =3 lul[?)
Figura 2.4: Representacién dos dimensional del funcional P,(v).

Es importante mencionar que en los contextos de la deflexion de estructuras elasticas,
el funcional en (2.16) esta asociado al funcional de la energfa potencial eldstica [4].

2.4 Teorema del punto fijo de Banach

En esta seccion se presentara un resultado clasico del anélisis matematico elemental
relacionado con los operadores contractivos definidos de un espacio de Banach en si
mismo.

Definicién 5. Sea T' un operador de un espacio de Banach B es si mismo. Diremos
que T es contractivo si existe una constante a con 0 < o < 1, tal que

T (x) = Tl < aflz —yll,

para todo xz,y € B
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Teorema 2 (Punto fijo de Banach). Sea B un espacio de Banach y 7" un operador
contractivo T': B — B. Entonces T admite tnico punto fijo en B, es decir, existe un
p € B tal que T'(p) = p.

Demostracion. Para un x € B, considere la sucesion {x,}, definida como z,, = T"(x)
en donde T™ es la n—ésima composicién de T consigo mismo.
Puede probarse que

177 () — T"() || < a”||T () — ]| (2.17)
De acuerdo con esto para m > n, se sigue de la desigualdad triangular que
|Zm = 2n|| < [Jens1 = zall + 2042 — Tnaall + - A lJom — 2mal],
y se sigue de (2.17) que la expresién anterior se puede escribir como
12 — al] < (@ + ™ 4+ 4+ 0™ || T(2) — 2],

es decir
n

m
e = @al| < T——|IT(2) ~ 2]l
Si hacemos n,m — oo, debido a que 0 < a < 1, entonces ||z,, — x,|| — 0, y esto
implica que {z,} es una sucesién de Cauchy, y como B es un espacio de Banach
entonces x,, — p € B.
A continuacién probaremos que p es un punto fijo de T'. En efecto, de acuerdo con la
desigualdad triangular note que

1 T(p) — pl| < IT™(p) = TW)I| + [IT"(p) — pl| < [T (p) — pl| + [|T"(p) — pl|

y si hacemos n — oo entones ||T'(p) — p|| — 0 con lo que T'(p) = p. Siendo p un
punto fijo, supongamos que existen dos elementos p, p* de B tales que T'(p) = p y
T(p*) = p* entonces

[lp ="l = [|T(p) — T(")|| < allp—p*|l,

y lo anterior es una contradiccién ya que 0 < o < 1, de acuerdo con esto p = p* y
por lo tanto p es tnico. O

2.5 Funcion de Green

En esta seccion se encontrard una funcién llamada funcién de Green asociada al
problema (1.1), esa funcién es de especial importancia para garantizar la existencia
y unicidad de soluciones de (1.2) en el espacio de funciones L?(2) con Q2 = (0, 1).

Si en el problema (1.1) integramos entre 0 y x obtenemos

u/(x)——/ozf(s)ds—i-A.
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T

Figura 2.5: Representacion de un operador 7T contractivo de un espacio de Banach
B en si mismo.

Si hacemos g(x) = fox f(s)ds, la expresién anterior se puede escribir como
u'(x) = —g(z) + A,
y al integrar de nuevo, obtenemos
u(z) = —/wg(s)ds%—A:v—kB.
0
Integrando por partes esta ultima expresion, se obtiene

u(z) = /Ox sf(s)ds —zg(x) + Az + B.

Para determinar el valor de B empleamos la condicién de frontera u(0) = 0, y de
acuerdo con esto B = 0, por lo tanto

u(r) = /w (s —z) f(s)ds + Ax. (2.18)
0
Por otro lado, como u(1) = 0, entonces
1
A= 1— ds.
| a=sseas

De acuerdo con esto, la ecuacién (2.18) se puede escribir como

u(:c):/Ox(s—x)f(s)ds+/01x(1—s)f(s)ds,

o de manera equivalente

u(z) = /0 Gz, s)f(s) ds, (2.19)
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haciendo
s(l—z) si0<s<u,

G(z,s) = (2.20)
x(l—s) siz<s<lI,

La funcién G(z,s) se conoce como la funcién del Green del problema (1.1), y nos
permite encontrar la solucién de este problema para un determinado f.

Figura 2.6: Gréfico de la funcién de Green del problema (1.1).

2.6 El principio del maximo

El principio del maximo es un resultado del andlisis clasico que nos permite determinar
ciertas propiedades geométricas de ciertas soluciones, de problemas en el contexto de
las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, asociadas a operadores elipticos. La
version uno dimensional de este resultado es una consecuencia inmediata del criterio
de la segunda derivada, visto en los cursos elementales de calculo.

Teorema 3. Sea u € C%(Q) N C(Q), si u” < 0 en €, entonces podemos afirmar que
el menor valor de u se alcanza en 0f).

Demostracion. Supongamos que u admite un minimo local en un punto p € €2, em-
pleando el desarrollo de Taylor de u cerca de p obtenemos

u(e) = u(p) + /() — p) + ")z~ p)

en donde z se encuentra entre p y x. Teniendo en cuenta que u(p) < u(x) para todo
x cerca de p se tiene que

u(e) — u(p) = (p)x — p) + "2}z —p)? 20,

y ya que v/(p) = 0 entonces u”(z) > 0 lo que es una contradiccién con el supuesto de
que u” < 0. m
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2.7 Existencia y unicidad de soluciones débiles

En esta seccién se identifican dos tipos de soluciones asociadas al problema (1.1) co-
nocidas como soluciones clasicas y soluciones débiles. El lector interesado en consultar
mads sobre estos aspectos puede revisar la referencia [5].

Note en particular que si u € C?(2) N Cy(2) entonces —u” puede tomarse como f en
(1.1) siendo u, la solucién de dicho problema.

1
Ejemplo 6. Considere la funcién u,(z) = =n?z(1 — x)". Un célculo directo muestra
que

1
up(x) = §n3(1 — ) 7?t"(=2 + 2 + nx). (2.21)
Aqui u,, es entonces la solucién del problema (1.1) en donde f, = —u en (2.21)

Definicién 6 (Solucién cldsica). Una funcién u € C?*(2) N Cy(Q) se llama solucién
clésica del problema (1.1) si —u” = f para todo x € (.

Note que la funcién u, en el ejemplo (6) es una solucion clésica de (1.1) tomando f,

como —u".

La siguiente figura se muestra el grafico de u,, para distintos valores de n.

0.12 0.8 0.8
0.10
0.6 0.6

0.08
0.06 0.4 0.4
0.04
0.02 u () 02 uz(w) 0.2 us ()

" 02 04 06 08 1.0 ' 02 04 06 0.8 1.0 ' 0.2 04 06 08 1.0

Figura 2.7: Grafico de la solucién w,, del problema (1.1) para n =1, 3, 5.

En la siguiente figura se muestra los gréficos de —u!! = f,, para distintos valores de
n.

02 04 06 08 10 | . 03754 o6 o5 1o
~05 02 0O 06 08 1.0 -20 ) ' ’ ' ’
-3 -40
-1.0 -10 -60
-15
-15 —fi(x) 50 —f3() _;gg —f5(x)
2.0 -25 -120

Figura 2.8: Gréfico de la funcién f,, = —u! del problema (1.1) tomando n = 1, 3, 5.

Comunmente en la deflexion de estructuras elasticas los cuerpos son sometidos a
fuerzas que se aplican de forma local o en sectores especificos. Podemos modelar esta
situacién considerando la siguiente distribucién de fuerzas f. para el problema (1.1).
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25} -
20f
. 15}
fg(x):{l/e sil/2—e€/2<z<1/2+4¢€/2, i
0 en otro caso. st

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2.9: Grafico de la distribucién de fuerzas f. para e = 1/25.

Al integrar —u! = f. entre 0 y x obtenemos

ul(z) = —/Om fods+ A= —gu(a)+ A,

en donde

0 six <1/2—¢€/2,
x

1/2 — ¢/2
L2292 e <a <124 e,

€
sil+e/2<u.

ge(x) =

o

Integrando de nuevo, obtenemos
u€<33'> = _he(x) + Az + Ba

con
0 siz <1/2—¢/2,

B x 1/2 —¢€/2 2 )
he(z) = (\/2_6— Nor ) sil/2—¢€/2<x<1/2+¢/2,

x—1/2 sil/2+¢€/2<u.

De acuerdo con lo anterior, y teniendo en cuenta las condiciones de frontera, es claro
que B=0y A= h(1l). Es decir

0.25
0.20
0.15
0.10
0.05

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2.10: Gréfico de u.(z), para e = 1/25.
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Es necesario mencionar que la solucién anterior, se hubiese podido encontrar al re-
emplazar f por f, en la ecuacién (2.19).

En la figura 2.10 se presenta el grafico de la funcién u.(z). Puede probarse que en el
caso limite ¢ — 0 dicha funcién no es diferenciable. En este sentido, la solucién no
es clasica como se ha mencionado al principio de esta seccién. Esto motiva un nuevo
tipo de definicion que sera abordada en el transcurso del trabajo de investigacion,
conocida como solucién débil.

Definicién 7. (Solucién débil) Una funcién v € H(Q2) con Q = (0,1) es llamada
solucién débil del problema (1.1), si verifica

1 1
/ v dr = / fvdzx, (2.22)
0 0

para toda v € HJ ().
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Capitulo 3

Resultados principales

En este capitulo se presentan los resultados principales del trabajo de investigacién. El
capitulo se ha divido en dos partes. En la primera se resuelve el problema de existencia
y unicidad de soluciones débiles del problema (1.1) y se presentan algunas propiedades
cualitativas de la distribucién- de puntos criticos de este problema en relacién con
el dato f. En la segunda parte del capitulo se resuelve el problema de existencia
y unicidad de soluciones en el espacio L?(Q2) con Q = (0,1) del problema (1.2), y
también se presentan algunos resultados sobre la distribuciéon de puntos criticos de
la solucion de este problema.

3.1 Caso lineal

Esta seccién se muestra la existencia de soluciones débiles del problema (1.1) junto
con algunas propiedades cualitativas del conjunto de puntos criticos de la solucién de
este problema.

3.1.1 Existencia y unicidad de soluciones débiles

De acuerdo con (2.12), la ecuacién (2.22) puede escribirse como
(uvv)Hé(Q) = F(U)v

para toda v € H}(Q) y en donde F(v) esta dada por la expresién

F(v) = /01 fodz,

para f € L*(Q).
Lema 2. El operador F es lineal y continuo en H; ().

Demostracion. La linealidad de F' es una consecuencia inmediata de las propiedades
de la integral. Para probar su continuidad considere una sucesién arbitraria {v,} de
H} () tal que v, — v en H}, esto quiere decir que para cada ¢ > 0 existe un N tal
que

v — Un||H3(Q) <€,

19
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siempre que n > N.
Se sigue de la desigualdad de Cauchy - Schwarz que

1
|F'(v) = F(va)] < /O [fllv = onlde < |[fllz@llv = vall2 (@),

y de acuerdo con la desigualdad de Poincaré

1 1
|F'(v) = F(va)] < E||f||L2(Q)||U/ — pllzz(@) < EIUHLQ(Q)HU = onllmy@)

Lo que prueba la continuidad de F' en v. O
Lema 3. El conjunto K es cerrado y convexo en Hj ()

Demostracion. Sean v, w € Kg y considere escalares ay f tales que 0 < o, <1y
a+ = 1. Note que F(av + pw) = aF(v) + fF(w) = 0, y de acuerdo con esto Kp
es convexo.

K es cerrado como una consecuencia inmediata de la continuidad de F. O

Teorema 4. El problema (1.1) admite una tinica solucién débil en Hj ().

Demostracion. De acuerdo con los lemas (2) y (3), el operador F' verifica las hipdtesis
del Teorema de representacién de Riesz, con lo que existe un tnico u € H}(Q) tal
que

F(v) = (U>U)HS(Q)7
expresion que coincide con (2.22). O

3.1.2 Valores extremos a partir de la funcion de Green

Note que si la solucién u del problema (1.1) es al menos C', y como u(0) = u(1),
entonces se sigue del Teorema de Rolle, que existe al menos un punto p € €2 tal que
u'(p) = 0. En esta seccién exploraremos este resultado empleando para ello la funcién
de Green asociada a (1.1).

De acuerdo con (2.19) la solucién del problema (1.1) es

u(:c):/o G(z,s)f(s)ds.

Empleando la regla de Leibniz, de derivacién bajo el signo de la integral, véase [1],

obtenemos .
u'(z) = /0 %f(s) ds,
en donde
0G(x,s) | —s si0<s<u,
or  |1-—s sir<s<l1.

Para simplificar la escritura hagamos la identificacién g(x, s) = dG(z, s)/0z, con lo
que

u’(m)—/o g(x,s)f(s)ds. (3.1)
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Figura 3.1: Gréafico de g(z, s)x

Lema 4. La funcién u’' definida en (3.1), es continua en © = (0,1) para todo f €
L*(Q).

Demostracion. Sea xy € ) y a un numero arbitrario tal que xg + « € €. Considere
la diferencia

W (0) — (w0 + ) = / (9(30,5) — 9(w0 + 2, )f(5) ds.

Como una consecuencia de la desigualdad de Cauchy — Schwarz obtenemos

1/2

o) = a0+ )] < 1l | (ge0rs) — gloa + 0, 5))? &)

y como
0 si0<s < xg,
g(xo,8) — g(zo +a,8) =< 1 si xg < s <x9+ a,
0 sixg <s<1,
entonces
[/ (20) — /(w0 + )| < | fll120)V/ e,
lo que demuestra la continuidad de u’. O

Corolario 1. Si en el problema (1.1) tomamos f > 0 con f € L*(Q) entonces existe
al menos un punto p € (0, 1) en donde u/(p) = 0.

Demostracion. De acuerdo con (3.1), y como f > 0 se tiene que

W (0) :/0 (1= 8)f(s)ds >0,

u'(1) = —/0 sf(s)ds <0,

se desprende entonces de la continuidad de v’ en 2 que existe al menos un punto
p € (0,1) en donde v/(p) = 0. O
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Lema 5. Para cualquier f € L?(Q) existe al menos un punto p € ) tal que la funcién
v’ definida en (3.1) es nula.

Demostracion. Como u(0) = u(1), se sigue del Teorema de Rolle, que existe al menos
un punto p € Q tal que v/(p) = 0. ]
3.1.3 Derivada en la frontera

En esta seccion estudiaremos el comportamiento de la derivada de la solucién u del
problema (1.1) en 0 y 1.

Lema 6. Sean 2 = (0,1) y v : © — R tal que u(0) = 0y —u” > 0 en , entonces
u'(0) > 0.

Demostracion. Debido a que —u” > 0 se sigue del principio del maximo que u no
admite minimos locales en ().
Tomando p € Q, z € (0,r) con r < py > 0, considere la siguiente funcién

v(z) = e~ Bl—p)? _ —Br*

0.12} f=10
0.10}
0.08}
0.06}
0.04} B =20
0.02} //5 — 30

Figura 3.2: Graficos de la funciéon v con p = 0.5y § = 10, 20, 30.

Se puede probar que
V'(z) = —2B(z — p)e PP’

Yy que

V" (z) = —2BePlaP) +4ﬁ2( —Bla=p)?

p)’e
Note que u > 0 en 2 y de acuerdo con esto u(0) < u(x) para todo x € (0,1), como
se sabe por la solucién de nuestro problema que u(0) = 0 entonces es claro que

0 < u(x) para todo z € §.
Para x € (0,7) y un nimero ¢ > 0 lo suficientemente pequeno tendriamos que

0 <u(x) — ev(x),

y para un 0 < h < r tenemos que

0< u(h) ev(h).

h h
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Ahora, al hacer h — 0 obtenemos
0 < u/(0) — 2¢Bpe"",
como la cantidad 2e8pe 7" es estrictamente positiva entonces u’ (0) > 0. m

Un proceso similar muestra que /(1) # 0. Es importante mencionar que este resultado
es una consecuencia de la geometria lineal del dominio. En espacios mas generales
esto no siempre es cierto.

3.1.4 Reflexion sobre el eje x

Se ha demostrado que u/(0) > 0, y como una consecuencia de esto, debido a la
continuidad de «’ existe un § > 0 tal que «/(x) > 0 para todo = € (0,0).

En esta seccion identificaremos con precision dicho § en relaciéon con el comporta-
miento de la funcién f en el problema (1.1).

Considere un nimero xy € (0,1) tal que 2zy < 1, y denotemos con I al intervalo
I = (9, 2x¢). Para todo = € I sea x* = 2z7 — x, y consideremos la funcién

cuyo comportamiento se muestra en la siguiente figura.
u

0 £L='0 2‘$0
Figura 3.3: Graficos de la funcién v y de u*.

Sea w(zx) = u(x) — u*(z) con x € I, observe que w(xy) = 0y que w(2zy) > 0. Un
calculo directo muestra que

w'(z) = (z) + ' (2zg — ), (3.2)
v que
w’(x) =u"(x) —u"(2xg — 1) = —f(2) + f(220 — 7). (3.3)
Ew(QJCQ) >0
i) 23:30 *

Figura 3.4: Grafico de la funcion w.

Teorema 5. Sea u la solucién del problema (1.1) con f creciente y f > 0 en €.
Entonces v no admite ningin punto critico en [0,1/2].
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Demostracion. Si f > 0y creciente en (0,1) entonces de acuerdo con (3.3) se sigue
que —f(x) + f(2xg —x) < 0 en I. Note que se verifican las hip6tesis del Lema (6)
para la funcién w, y por lo tanto w'(xg) > 0.
De acuerdo con (3.2)

w' () = 2u' (o),

y por lo tanto u'(zq) > 0.
La prueba finaliza al realizar este procedimiento de manera continua para todo xg tal
que 2zg < 1. O

3.2 Caso semilineal

En esta seccién estudiaremos el problema (1.2) en donde f es una funcién de valor
real que depende de la deflexion u de la cuerda.

3.2.1 Valores y funciones propias

Definicién 8. Una constante A es llamada valor propio del problema de Dirichlet si
existe una funcién u # 0 tal que

{—u” = A\u en (2, (3.4)

u(0) = u(l) = 0.
Lema 7. Si A es un valor propio de (3.4) entonces A > 0.

Demostracién. Sea v € H}(€) una funcién arbitraria, al multiplicar v por la primera
ecuaciéon de (3.4) e integrar ambos lados, obtenemos

1 1
—/ uvdr = /\/ uv dx.
0 0
1 1 1
+/ u’v’dat:)\/ uv dz.
0 0 0

si hacemos v = u obtendriamos

1 1
/ (u')? dx = )\/ u® dx.
0 0

Note que como ambas integrales son no negativas, entonces A > 0. [

Integrando por partes

—u'v

Observe que u(z) = Asin (\/XI) + B cos <\/Xx) satisface la primera ecuacién de

(3.4). Como u(0) = 0 entonces B = 0y como u(1) = 0 entonces VA = kr (A = k*r?)
por lo tanto.
ug(x) = Agsin(kmx),
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en donde Aj es una constante que puede tomarse con el propdsito de normalizar la
funcién propia en L%(), es decir
1/2

1
Ay, (/ sin? (k) d:z;) =1,
0

y de acuerdo con esto A = V2.
Lo anterior permite escribir las funciones propias de (3.4) como

u(x) = V2sin(rka).

ui(z) = v/2sin(rz) uz(z) = /2 sin(2mz) uz(z) = V2 sin(3rz)
% 0.4} 0.4}
0.4}
0.2} 0.2
0.3f
0.2 012 0;4 OiG Ors :0 0?2 0j4 OiG OTB 1.0
o1l -0.2p -0.2}
_0.4f 0.4
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.5: Graficos de las funciones propias uy, us y us.

3.2.2 Existencia y unicidad

En la siguiente seccién se demostrard que el problema (1.2) admite un tnica solucién
en el espacio de funciones L?(Q2). El lector interesado puede revisar versiones méas
generales de este tipo de problema en las referencias [3] y [6].

Para la funcién de Green en (2.20) y @ = [0, 1] x [0, 1] se puede comprobar que

([ ctwpima)”* =2

Sea ahora T un operador definido como

Tlo)(z) = /0 Gz, $)(v(s)) ds. (3.5)

Lema 8. Si f es una funciéon de valor real acotada, es decir, existe una constante M
positiva, tal que |f(z)| < M para todo x € R, entonces el operador T es un operador
de L*(Q) en L*(Q).

Demostracion. Como una consecuencia de la desigualdad de Cauchy — Schwarz ob-

tenemos que
2

A%”“%@dx=[f<éiﬂasv@@»dg o
</KfG@W%Awaw§@

0 0
I M?
50 [ fG) s < g
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de donde se sigue que

ITl@ o < S04 < o0

y de acuerdo con esto T es un operador de L*(Q2) en L*(Q). O

El resultado anterior se puede extender para garantizar que el problema (1.2) admita
un tnica solucién u € L?(Q), para ello se empleard el Teorema de punto fijo de
Banach, y el hecho de que la funcién f en (1.2) sea contractiva, esto se consigna en
la siguiente definicién.

Definicién 9 (Condicién de Lipschitz). Sean (M, dys) y (IV,dy) dos espacios métri-
cos, diremos que una funcién f : M — N satisface la condicién de Lipschitz si existe
una constante « tal que

dn(f(x) = f(y)) < adu(y, x) para todo z,y € M

La constante « es conocida como la constante de Lipschitz de f.

Lema 9. Sea f en (3.5) una funcién que satisface la condicién de Lipschitz, con

V10

5@ < 1, entonces T" es un operador contractivo de

constante de Lipschitz a. Si
L*(Q) en L*(9).

Demostracién. Sea w y v funciones de L?(2), entonces
| Tw](x) — Tv] ()] S/O |G, 5)(f(w(s)) = f(v(s))] ds,

al elevar al cuadrado y como una consecuencia de la desigualdad de Cauchy — Schwarz,
obtenemos

Tlu)(z) — Tho)(x)P? < / G, 5)? ds / (f(w(s)) — f(u(s)))? ds,

integrando entre 0 y 1 con respecto de x

/0 T [w](x) — Tv)(2)|* do < % | (Flwls) - f(v(s)))* ds. (3.6)

Como f es una funcién contractiva de constante de contractividad «, entonces (3.6)
se puede escribir como

[ 17w - el < gga? [ o) - ot ds,

y al sacar raiz obtenemos

V10
1T [w](2) = Tlo](@)llz20) < —5-ollw = vllz2@),
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Teorema 6. Si f en (1.2) es una funcién que satisface la condicién de Lipschitz, con

constante de Lipschitz «a, tal que Vi < 1, entonces el problema (1.2) admite una

30
tinica solucién u € L*(Q).

Demostracién. De acuerdo con el lema (9) el operador T es contractivo de L?(Q) en
L?(Q), y se sigue del Teorema de punto fijo de Banach que T admite un punto fijo,
de esta manera existe un tnico u € L?(Q) tal que

u(z) = Tlul(z) = / Gl 5) (u(s)) ds.

ecuacién que coincide con la expresion (2.19) al cambiar f(s) por f(u(s)). O

En el siguiente ejemplo se emplea un algoritmo recursivo, elaborado en Mathematica
y Python, para aproximar la soluciéon de un problema semilineal.

Ejemplo 7. Si en el problema (1.2) se toma f(z) = cos(z); evaluado en u ob-
tendriamos f(u) = cos(u) y este problema tomaria la siguiente forma

{—u” = cos(u) en Q2 = (0,1), (3.7)

u(0) = u(1) = 0.
Encontraremos la solucion de este problema empleando la técnica que se desarrolld

para la demostracion del Teorema de punto fijo de Banach, para esto considere la
sucesion definida de forma recurrente, como

" (x) :/0 Gz, s)f (T"(s)) ds, T°(z) =u.

La siguiente figura muestra las funciones 7%, T? y T3.

0.10 0.12 0.12
0.08 0.10 0.10
0.08 0.08
0.06
0.06 0.06
0.04 0.04 0.04
0.02 0.02 0.02
02 04 06 08 10 02 04 06 08 1.0 02 04 06 08 1.0

Figura 3.6: Graficos de la funciones T, T? y T3.
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Capitulo 4

Conclusiones y perspectivas

En este trabajo se presentaron algunas técnicas del andlisis funcional empleadas para
demostrar la existencia y unicidad de soluciones débiles y en el espacio de funciones
L*(Q) de los problemas (1.1) y (1.2) respectivamente. Aunque sobre estos temas
se puede encontrar abundante literatura, su construccion tedrica, interpretacion y
comprensién siempre se plantea como un desafio para cualquier profesional de la
matematica.

De manera adicional, también se presentaron algunos resultados, como consecuencia
del principio del maximo en una variable, de las propiedades cualitativas del conjunto
de puntos criticos de la solucién del problema (1.1). Estos resultados permiten dilu-
cidar el comportamiento geométrico de la solucion de este problema en relacion con
el dato f del mismo.

Es importante mencionar que gracias a la técnica que se empled para garantizar la
existencia y unicidad de soluciones en L*(2) para el problema (1.2), se pudo realizar
un pequeno programa en Mathematica para calcular y visualizar una aproximacién
de las soluciones de este problema.

Se espera en un futuro, extender los resultados de este trabajo a problemas mas gene-
rales como el de la deflexion de una membrana sujeta por su frontera, que corresponde
con la siguiente ecuacién en derivadas parciales

{—Au = f, en ), (4.1)

u =0 en 0S2.
Aqui A es el operador de Laplace, €2 es un dominio planar y f es la distribucién de
fuerzas que se aplica sobre la membrana.
Es importante mencionar que aunque el problema de existencia y unicidad de solucio-
nes del problema (4.1) esta resuelto, véase referencia [5], existen preguntas abiertas
sobre las propiedades cualitativas del conjunto de puntos criticos de la soluciéon u de
este problema en dominios ) incluso convexos.
A continuacién se presentan las soluciones del problema (4.1) para Q; = {(z,y) €
R?: 22 4+ y* < 1}, fi(z,y) =1, y para Qy = {(z,y) ER?* : 2 > 0,y > 0,z +y < 1},
fa(x,y) = 2y. Identificaremos con u; a la solucién del primer problema y con us a la
solucién del segundo.
Puede probarse que —Au;5 > 0 en ;5 y que ambos dominios son convexos. Sin
embargo, para el caso de u; el gradiente de la solucién nunca se anula en la 0,

29
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mientras que el gradiente de uy se anula en los puntos (0,0), (1,0) y (0,1) de 0%,
note que este hecho no corresponde con el lema (6) de este trabajo de investigacion.

Figura 4.1: Representacion de la u; y ug del problema (4.1)
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