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Resumen

En este documento estudiamos el modelo matematico para la deflexién de una mem-
brana sujeta en su frontera utilizando técnicas de variable compleja. Presentamos
algunos resultados clasicos del andlisis funcional relacionados con la existencia y uni-
cidad de soluciones, y exploramos la configuracién geométrica del conjunto de puntos
criticos de la solucién del problema, en relaciéon con la distribucion de carga que se
aplica sobre esta.

Abstract

In this paper we study the mathematical model for the deflection of a membrane
attached to its boundary. We present some classical results of the functional analysis
related to the existence and uniqueness of solutions, and we explore the geometric
configuration of the set of critical points of the solution of the problem, in relation
to the load distribution applied to it.



Capitulo 1

Introduccion

La deflexion de estructuras eldsticas es un problema de una amplio recorrido historico,
involucrado en distintos campos disciplinares (véase referencia [10]). En la actualidad,
muchas preguntas sobre el andlisis estructural se plantean dia a dia y, en este sentido,
siempre es interesante estudiar las propiedades fisicas de los materiales y los modelos
matematicos que permitan analizar las deflexiones que estos presentan.

La deflexién de una estructura es la deformacion que puede presentar el cuerpo a causa
de la aplicacién de una fuerza. Cuando la estructura tiene la capacidad de regresar a su
forma original al momento de quitar la fuerza que se esta ejerciendo, esta se considera
una deformacion eldstica. Por el contrario, las deformaciones permanentes de una
estructura son denominadas deformaciones pldsticas. Aunque existen otras causas
por las que se puede presentar una deformacién, como por ejemplo la exposicién
a cambios de temperatura, lo cierto es que la deflexion en estructuras es causada
principalmente por las cargas aplicadas, incluyendo las que corresponden a su propio
peso (véase referencia [12]).

Si sobre una membrana planar €2 sujeta por su frontera 02 se aplica una distribucién
de fuerzas f, la membrana experimenta una deflexién u(z,y), que se puede modelar
mediante el problema

{—Au =f en( (1.1)

u=0 sobre 0f),

aqui A = 0?/92% + 0% /0y?, es el operador de Laplace. Cuando se considera la distri-
bucién de fuerzas f = 1, se entiende que la fuerza que actia sobre la membrana es
Su propio peso.

Aunque el problema de existencia y unicidad de (1.1) esta resuelto (véase referencia
[8] , [11]), y se conocen algunos resultados del problema (1.1) cuando €2 es convexo
y [ =1 (véase referencia [9]), el determinar la naturaleza de los puntos criticos, y la
configuracion geométrica de las soluciones de este problema, para distintos dominios
Q) y distribuciones de fuerzas f, sigue siendo una cuestion abierta en la matemaética.
De acuerdo con lo anterior, este trabajo se centra en estudiar las configuraciones
geométricas que adopta una membrana sujeta por su frontera en un dominio particu-
lar no convexo, (véase problema 3.9), cuando sobre esta se aplica una distribucién de
fuerzas f = 1, empleando para ello algunas técnicas analiticas como planos méviles
(véase referencia [11]) y elementos de una variable compleja (véase referencia [6], [7]).
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Capitulo 2

Preliminares matematicos

En este capitulo se presentan algunos resultados clasicos empleados en el estudio de las
soluciones para problemas elipticos de segundo orden. Con este propésito, el capitulo
se divide en cuatro secciones: en la primera se presentan algunas observaciones sobre
las soluciones clésicas y débiles del problema (1.1), en la segunda se hace una breve
introduccién del Principio del Maximo, en la tercera se describe la técnica de los
planos méviles y en la ultima seccién se presentan algunos conceptos fundamentales
de las funciones de una variable compleja.

2.1 Soluciones clasicas y débiles

A lo largo del documento se entenderd por 2 como un dominio acotado en R? y se
denotara su frontera con 0f). Para referirnos al conjunto de las funciones continuas en
Q se utilizard la notacién C(€2). Con Cy(2) se entenderd por el conjunto de funciones
continuas en  que se anulan en 92, con C"(2) al conjunto de las funciones cuyas
n—ésimas derivadas son continuas en © y con C"(Q)NCy(9) al conjunto de funciones
que se anulan en 0f) y cuyas n—ésimas derivadas son continuas en §2. Emplearemos la
notacién C'2°(€2) para representar el conjunto de funciones infinitamente diferenciables
que tienen soporte compacto en €. El soporte de una funciéon u definida en € es el
conjunto {z € Q|u(x) # 0}.

Denotaremos con L?(2) al conjunto de funciones cuadrado integrables en €2, es decir

LQ(Q):{f:Af2dA<m}.

Por otro lado, si f,g € L*(Q2) puede probarse que la integral

(f.9) = /Q fgdA,

define un producto punto, y que L*(€2) es un espacio de Hilbert, esto quiere decir que
es completo con la norma (f, f) = || f H%Q(Q), en el sentido de que toda sucesién de
Cauchy definida en L?(Q) es convergente en L*((2).

Denotaremos con L} () al conjunto

loc

loc

L, (Q)-{f:Q—HR:/|f|dx<ooparacadaVCCQ}
v

7
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Representaremos con B, al dominio planar correspondiente a una region circular con
centro en el origen y radio r, es decir B, = {(z,y) : 2* + y* < r}.

Definicién 1. Diremos que una funcién u es una solucién cldsica del problema (1.1),
siu€e C?*(Q)NCH(Q) y —Au = f.

Algunas soluciones clésicas del problema (1.1), véase referencia [5] y las que en el
documento se citan, se pueden obtener derivando consecutivamente. Algunos ejemplos
de esto son:

Ejemplo 1. Si Q = {(z,y) € R?: hi?z*> + k*y*> < 1} vy f(z,y) = 1 en Q. Puede pro-
barse derivando consecutivamente que la solucién del problema (1.1) es:

1
U(l’,y) = 2h2——|—2k‘2 (]_ — h2£L'2 — k2y2) .

En el caso de que Q2 = B, se tiene que h = k = 1/r, y de acuerdo con esto la solucién
anterior toma la siguiente forma

1

u(w,y) = 7(r* —2* — ).

Ejemplo 2. Si Q es la regién interior del tridngulo equildtero de vértices en (—1,0),
(1,0), (0,v/3) v f(z,y) = 1 en Q. Puede probarse derivando consecutivamente que la
solucién del problema (1.1) es:

u(x,y)—%y(ynL\/gx—\@) (y—\/ﬁx—\/g).

En la figura 2.1 se muestra el gréafico esta funcion y sus curvas de nivel.
1.5

1.0

0.5

0.0

.....................

Figura 2.1: Curvas de nivel y grafico de la solucién u para el ejemplo 2.

Es importante mencionar que existen otro tipo de soluciones para el problema (1.1),
las cuales no cumplen las condiciones para ser consideradas clasicas. El siguiente
ejemplo da cuenta de esa afirmacion.
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Ejemplo 3. En el problema (1.1) asuma 2 = By y para 0 < ¢ < 1 considere la
siguiente distribucién de fuerzas

1
—— cuando x € B,

e
flz,y) =
0 cuando x € B\B..

‘ Para resolver este problema se escribira el ope-
o fe - rador de Laplace en coordenadas polares y se
\‘H integrard de manera consecutiva entre 0 y r, es

} . decir: .

i — Au=u" + ;u',

|
- de acuerdo con esto

|

| I B " ]' /

0 —(u" + Ju) = fe(r)
(raf) = =r (1)
Figura 2.2: Fuerza f. aplicada en B. ru’ = —/ sfe(s)ds + A.
0

Debido a la simetria de u, u/(0) = 0 y por lo tanto A = 0. Entonces

2

5 5 cuando 0 <7 <,
e
ru’ = (2.1)

cuando e < r < 1.

or

Haciendo la identificacién g(r) = ru/(r) y multiplicando esta iltima expresién por
1/r e integrando nuevamente entre 0 y r, se obtiene

u(r) = /OT@dHB, (2.2)

S

en donde
2
cuando 0 < r < e,

r  4rme?
/ 9(s) 4o _ (2.3)
o S 1
——+ —1In(e/r) cuandoe <r <1.
4 2w

Debido a la condicion de frontera u = 0 sobre 02, se tiene que u(1) = 0, y de acuerdo
con esto
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Teniendo en cuenta (2.2) y (2.3) la solucién u se puede escribir como

2
_ cuando 0 < 7 < e,
1 1 | 4me 04
R e O T (24)
—E—l—%ln(e/r) cuando e < r < 1.

Esta solucién no admite una segunda derivada continua y de acuerdo con esto no es
clasica. Sin embargo, es importante mencionar que este tipo de soluciones existen y
son llamadas soluciones débiles del problema (1.1).

Para entender el concepto de solucién débil, es necesario familiarizarnos con la defi-
nicion de derivada débil de una funcién, asunto que discutiremos a continuacién para
el caso de una variable.

Definicién 2. Sean u,v € L}, (). Diremos que v es la derivada débil de u, lo que
escribiremos como u' = v. Si se verifica

/ugp’ dr = —/vgpdw,
0 0

para toda funcién ¢ € C°(€2).

Ejemplo 4. Note que la funcién f(z) = |z| no es diferenciable en (—1, 1), sin embargo
mostraremos que dicha funcion admite una derivada débil en ese intervalo. En efecto,
considere una funcién ¢ € C°(—1,1) y note que

1 0 1

/ x| (x) dx = —/ :Eg&’(x)dx—i—/ x¢'(z)dx.
—1 -1 0

al integrar por partes obtenemos

1 0 0 1 1
/ x| dox = —xap) + / odr + ZBQO‘ - / edr,
-1 -1 1 0 0

y como ¢(—1) = (1) = 0 entonces

/11 2|’ (z) dz = /01 o(z)dx — /01 o(z)dz.

Considere la funcién
1 s —1<z<0,

v(z) =
1 si0<x<1.

y de acuerdo con esto
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Es importante mencionar que si una funcién f es diferenciable en {2 entonces su
derivada débil coincide con la derivada de f en el sentido usual.
La derivada débil de una funcion se puede extender para una funcién de varias va-
riables, para este caso emplearemos en esta seccién la notacion 0, f para indicar las
primeras derivadas débiles de una funcion f de varias variables.

Definicién 3. Denotaremos con H'(Q2) al subconjunto de L?(Q) definido como
HY(Q) ={f € L*(Q) : uf € L*(Q)},

Para f,g € H'(Q) definiremos el producto escalar sobre H'(£2) como

(. )iy = /Q fg+ V- VgdA, (2.5)

y puede probarse, véase referencia [11], que equipado con este producto escalar, H'()
es un espacio de Hilbert con la siguiente norma

1/2
1l = ( [+ IIVf||2dA> | (2.6

Definicién 4. Definimos Hj(€2) como la clausura de C2°(Q2) en H'(). Entendiéndo-
se la clausura para la norma en (2.6).

Puede probarse que H}(Q) equipado con el producto escalar (2.5) y la norma (2.6)
es también un espacio de Hilbert y a partir de la desigualdad de Poincaré (véase
referencia [11]), se puede tomar el producto escalar en HJ(§2) como

(f, @m0 = /QVf -VgdA.

Definicién 5. Diremos que u es una solucién débil del problema (1.1) si para cual-
quier funcién v € H}(Q) se verifica

/va dA = (u,v) gy (a)- (2.7)

A continuacién se presenta el Teorema de Representacién de Riesz que es una herra-
mienta fundamental para garantizar la existencia y unicidad de soluciones débiles del
problema (1.1). Se remite a las referencias [11], [8] al lector interesado en consultar
mas sobre estos aspectos.

Teorema 1 (Representacién de Riesz). Sea F': H — R un operador lineal y continuo
en un espacio de Hilbert real H. Para cada F' existe un tinico u € H tal que

F(v) = (u,v) paratodov € H, (2.8)
en donde (u,v) representa el producto escalar de u con wv.

Demostracion. La demostracion de este resultado se puede consultar en [11]. ]
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Note que para todo f € L?(Q2) la parte izquierda de la ecuacién (2.7) es un operador
lineal y continuo de H}(2) en R. En efecto, la linealidad es una consecuencia directa
de las propiedades de la integral, note que para todo o, 3 € Ry v,w € H}() se
cumple lo siguiente

F(ow—i—ﬁw):a/fvdA—i-ﬂ/fwdA:aF(v)+ﬁF(ﬁ).
Q Q

Por otro lado, se puede probar que la continuidad es consecuencia directa de la
desigualdad de Cauchy — Schwarz, para ello considere a {v, } una sucesién de funciones
en H} () convergentes a una funcién v. Note que

[F(va) = F(v)] = /Qf(vn —v)dA < [ fllzz@llon = vllz2@) < [ flle2@ llva = vl

y es claro que |F'(v,) — F(v)| = 0 cuando |lv, — v|| g3 ) — 0.

De acuerdo con esto, la parte izquierda de la ecuacién (2.7), se puedo tomar como el
operador F' en (2.8) y por lo tando la existencia y unicidad de soluciones débiles del
problema (1.1) se sigue de forma directa del Teorema de Representacién de Riesz.

2.2 El principio del maximo

Sea © C R? y considere una funcién u € C?(2) N C(Q) que verifica Au > 0 en Q. Es
conocido que si u alcanzase un maximo local en algin punto p € €, entonces

o*u 0*u
Z(p) < Z Z(p) <
52 P) =0y o7 (p) <0,

con lo que Au(p) < 0, pero como Au > 0 en (2, entonces de existir un maximo de wu,
este se debe de presentar en 0f2.

El andlisis anterior se puede extender para el caso en que Au > 0, y esto se conoce
como el Principio del Maximo.

Teorema 2 (Principio del Maximo). Sean Q C R? y u € C?(Q) N C(Q). Si Au >0
(Au < 0) entonces
s%pu = saug)u (ugfu = 1(%1qu).

Demostracion. La demostracion de este resultado se puede consultar en [8]. [

En relacién con el problema (1.1) el Principio del Maximo permite establecer el signo
de la deflexién, o el sentido de la deflexién, de acuerdo con el dato f. Por ejemplo, si
f >0 (f <0) entonces la solucién u es u > 0 (u < 0).

Otra consecuencia del principio del Maximo, que se desarrollara a lo largo del docu-
mento es la de determinar la naturaleza de los puntos criticos de la solucién u, del
problema (1.1).

La existencia y unicidad de soluciones clésicas del problema (1.1) también son una
consecuencia del Principio del Méximo, esto se consigna en el siguiente lema.
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Lema 1. El problema (1.1) admite una tnica solucién clésica.

Demostracion. Sean u y v dos soluciones clasicas del problema (1.1), y considere la
funciéon w = u—v. Note que Aw = 0 en 2 y w = 0 en 912. De acuerdo con el Principio
del Maximo, w alcanza su mayor y su menor valor en 02, con lo que w = 0, es decir
U =". O

A continuacién se presenta un resultado que permite estudiar el comportamiento de
las derivadas direccionales sobre una curva de nivel de una cierta funcién u, cuando
se tiene certeza sobre el signo de Au y la regularidad de la curva de nivel, con este
propdsito se presentan las siguientes definiciones, cuyos detalles se desarrollan en la
referencia [5].

Definicién 6 (Propiedad de esfera interior). Sea €2 un dominio planar y I' C € una
curva de nivel de u. Se dice que u cumple la propiedad de esfera interior en un punto
xo € I si existe una B,(y) C {2 tangente a [' € x,.

Observacion 1. La propiedad de esfera interior puede presentarse para I' no suaves,
como se puede observar en la figura 2,4.

Figura 2.3: Propiedad de bola interior en  Figura 2.4: Propiedad de bola interior en
una curva suave una curva no suave

Lema 2 (Lema de Hopf). Sea u : £ — R con §2 un dominio plano acotado. Sea
xo € JN) que satisface la condicion de esfera interior. Sf:

= Au<0en €.

» u(xg) < u(x) para todo x € .
ou L
entonces 8—(:1:0) > 0 para toda direccién entrante desde xg en €.
n

Demostracion. La demostracion de este resultado se puede consultar en [11]. ]

La importancia de la condicién de esfera interior en el Lema de Hopf se hace evidente
en el ejemplo 2, en efecto, se puede probar que Vu = O en todas las esquinas del
dominio triangular €.

Aunque el Principio del Maximo permite asegurar la unicidad de las soluciones del
problema (1.1), se conoce un resultado geométrico sobre la convexidad de las curvas
de nivel de la soluciéon u en un caso particular.
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Teorema 3 (Teorema de Makar-Limanov). Sea €2 un dominio planar convexo. Si u
es la solucion del problema

(2.9)

—Au=1 en (),
u=0 sobre 0f),

entonces u admite un tinico punto critico y las curvas de nivel de u son convexas.
Demostracion. La demostracion de este resultado se puede consultar en [9]. [

Note que las curvas de nivel de la solucién u del ejemplo (2) dan cuenta del Teorema de
Makar - Limanov. Es posible encontrar dominios no convexos en donde la solucién del
problema (1.1) tenga un unico punto critico, o incluso infinitos. El siguiente ejemplo
da cuenta de esta situacion.

Ejemplo 5. Integrando de manera sucesiva como en el ejemplo 3, se puede encontrar
la solucién radial del problema (1.1) para f = 1 y £ un anillo concéntrico de radio
mayor 1 y radio menor R, (R < 1). Dicha solucién esta dada por la expresion.

R?—1
InR

u(r) = i [32 I In (r/R)} | (2.10)

Se puede probar que u admite un méaximo local para

1 R
2V InR’

lo que indica que u admite un curva de puntos criticos, en este caso, una curva de
maximos localizados en la circunferencia con centro en el origen de coordenadas y de
radio 7. La siguiente figura muestra el gréfico de la superficie asociada a u = u(x, y)
en (2.10) tomando R = 1/3, se ha senalado sobre la superficie la curva de puntos
criticos.

To

0.0},
1.0 T
-05 s
0.0 Ny : -05
05 T~ |/
10 10

Figura 2.5: Gréfico de u = u(r) con r = /2% 4+ y? tomando R = 1/3.
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En relacién con los puntos criticos de las soluciones clasicas del problema (1.1) se
conocen el siguiente resultado

Definicién 7. Un punto critico py de una funcién u € C?(§2) semi- Morse si la matriz
Hessiana de u evaluada en py es no nula. Diremos que u es semi-Morse si la matriz
Hessiana de u es no nula en sus puntos criticos.

La importancia de que una funcién sea semi—Morse se consigna en el siguiente Teo-
rema.

Teorema 4. Si u € C?*(2) es una funcién semi-Morse entonces conjunto de puntos
criticos de u es la union finita de puntos criticos aislados y curvas de Jordan de puntos
criticos.

Demostracion. La demostracion de este Teorema se puede consultar en [2]. O

2.3 La técnica de los planos moéviles

La técnica de los planos méviles es una herramienta geométrica comuinmente emplea-
da para delimitar la region donde es posible encontrar puntos criticos de la solucion
de problemas del tipo (1.1). Se invita al lector interesado en consultar més detalles
sobre estos aspectos, a revisar la referencia [11].

Sea Q un dominio planar y [ una recta en el plano tal que [ N € = (). Considere una
direccion T perpendicular a [ que apunte en direccién a 2. La idea es desplazar la
recta [ a lo largo de 7, en notacién [, de manera que [, N € # (.

Tomando un punto arbitrario q sobre [, considere el conjunto:

QO ={xecQ:(x—q) 7<0},
y sea g(x) la reflexién de x a través de [, es decir
g(x) = x + 2d(x,[,) para todo € Q. (2.11)

Sean ' = g~ !(x) y Q(I,) la imagen de 2 a través de g, es decir Q(I,) = g(0,).
Se dice que €2 admite una reflexién bajo I, si Q(l;) C Q.

Figura 2.6: Reflexién admisible sobre el Figura 2.7: Reflexién no admisible sobre el
dominio 2. dominio 2.
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La técnica de los planos méviles consiste en definir sobre €2(1) la funcién
w(x) = u(x) — u(x').

Si se llegase a comprobar que Aw < 0, (Aw > 0) en Q(;) y como [, N es un
segmento, y por lo tanto satisface la condicién de esfera interior, y si en adicién
w(xzy) < w(x), (w(xy) > w(x) para todo = € Q) se podria aplicar el Lema de
Hopf a w y concluir que w,(x¢) > 0 (w,(xo) < 0), con &y € QN [, para cualquier
direccién n entrante desde xg en €2, y esto implicaria que Vu # 0 para todo punto
sobre el segmento Q N ;.

2.4 Elementos de la variable compleja

Esta seccion tiene como propdsito introducir algunas técnicas de las funciones de
una variable compleja empleadas en el estudio del comportamiento geométrico de la
solucién del problema (1.1). Se le recomienda al lector interesado consultar mas sobre
estas tematicas revisando la referencias [4], [7].

2.4.1 Numeros complejos

Un ntmero complejo z se define como un par z = (z,y) de numeros reales: la com-
ponente = es conocida como la parte real, R(z), mientras que la componente y se
denomina parte imaginaria, Im(z). El conjunto de los nimeros complejos se repre-
senta con la letra C.

Dotado con las operaciones

i 21+ 2 = (21, 01) + (22, 92) = (X1 + Y1, 22 + y2)

it. 21 -2 = (T1,71) - (T2, 42) = (T1y1 — T2y2, T1Y2 + T2y1)

los niimeros complejos conforman un campo algebraico.
Para z = (z,y), se representa con Z al nimero complejo Z = (x, —y), llamado el
conjugado de z, y se puede probar que

2Z = |z| = Va? + 92,

cantidad que se conoce como el tamano o médulo del nimero complejo z.

Al nimero complejo (0, 1) se le representa cominmente con i y se puede probar que
todo nimero complejo z = (z,y) admite la identificacién z = z + iy.

Teniendo en cuenta que uno de los objetivos es utilizar técnicas de la variable compleja
para el estudio en cuestién, resulta necesario desarrollar un ejemplo donde se evidencie
que se obtiene la solucién del problema (1.1) mediante un problema equivalente en el
sistema de coordenadas complejo.

Sea z = x + iy es un numero complejo. Puede probarse que

24z 2= Z
2 YT T

Tr =
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B z2+Z z2—2Z
g('Z?Z): 2 ) 2 Y

entonces ¢ es una transformacién de C? en R%. Ahora bien, si u € C?(Q2) con Q C R?,
entonces la composicién h = u(g) estd bien definida, y de acuerdo con la regla de la

cadena se tiene
(20 oy (e o) v
0z 0z or Oy 1/2i —1/2i

(18u 10u 10u 18u>

y si se define

20z "2i0y 20 2i0y

De acuerdo con esto, las derivadas parciales de la funcién h(z, z) se definen como:

Ooh  10u 1 0u
0z 20z + 2i Oy

(2.12)
oh 10u 1 0u

9z 20z 20y
empleando estas identidades, podemos calcular las derivas de h con respecto de z y
z de todos los ordenes. En particular note que:

0h  Oh (Oh

020z 0z (&)
_0h (10u 1 0u
=9 (5% - 2_a_y> 7

y por (2.12) se tiene que
o?h 1 1@+i Pu\ 1 (1P +l82u
20x?  2i0ydx 20x0y  2i0y?

020z 2 2i
_10%u N 10%u
4022 40y?
1

De acuerdo con lo anterior, si se toma el € en (1.1) como un dominio de C, este
problema se puede escribir en la siguiente forma

9*h
_46282 =/ et
h=0 sobre 0f.

Ejemplo 6. Sea B; = {z € C: |z| < 1}. Sienel problema (2.13), Q = B, y f(z,y) =
1 en €2, se obtiene

(2.13)

0°h
— 1/4
gaoz ~ /AenB

h=0 sobre 0B.
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. . 0 1 . .
Al integrar con respecto a z, se tiene que 5= 17 + A, y al integrar esta ultima
z
expresion con respecto a z, se obtiene

1
h(z,z) = —Z|Z’2 +Az+ B con A, BeC.

Empleando la condicién de frontera hlsq = 0, se obtiene —1/4 + Az + B =0, con lo

que A =0y B = 1/4. De esta manera, h(z, z) = _Z‘Z|2+ 7 ° de manera equivalente

1
ule,y) = (1= 2 = 7).

solucién que coincide con la solucién del problema (1.1) del ejemplo 1, con Q = B;.

2.4.2 Funciones de una variable compleja

Para un nimero complejo z = x + iy, se define e* = e” (cosy + iseny), y gracias a
esto todo nimero complejo admite una representacion polar en la forma

z = |z|(cosf +isinf) = |z|e®, (2.14)

para —m < 6 < m. El angulo 0 es llamado argumento del nimero complejo y se denota
por arg(z).

De la ecuacién (2.14) se desprende que existen n nimeros complejos que verifican la
relacién z;) = z con kK =0,1,...,n — 1, dados por la expresion

2p = |z|(1/”)ei(9’“/”), (2.15)

arg(z) N 27

aqui 0, = —&k con k ={0,1,...,n — 1}. Los nimeros complejos z; se

n
conocen como las raices n-ésimas de z.
En general, el nimero complejo w que verifica la relacién eV = z, para z # 0, es

llamado un logaritmo de z, y en particular el niimero
w = In |z| +iarg(z),

es llamado logaritmo principal de z, y comtinmente se representa en la forma w =

Log(z).
Por otro lado, es bien conocido que una funcién f(z) de una variable compleja se
puede descomponer como la suma de dos funciones de dos variables en la forma

f(z) = u(z,y) +iv(z,y), (2.16)

y se puede probar, véase referencia [7], que si f es diferenciable en un punto z
entonces las funciones u y v satisfacen las ecuaciones de Cauchy - Riemann, es decir

ou ov
%(ZO) = 6_y(20)’
u oy (2.17)

ay (20) = —%(20)’



2.4. ELEMENTOS DE LA VARIABLE COMPLEJA 19

o de manera equivalente Vu + JVv = O, siendo J una rotacién de 7/2 radianes a
favor del reloj.
Maés auin como una consecuencia de las ecuaciones de Cauchy - Riemann, se tiene que

0 0 0 0
/(z0) = ) i (0) = 55 (20) = i (20)

y se puede comprobar que las funciones u y v son armonicas, es decir Au = Av = 0.

Ejemplo 7. Puede probarse que la funcién
1
f(2) = Log () = 3 In (a2 +4?) + iarg(2),

es diferenciable con respecto a la variable z en todo conjunto V' de C que no contenga
el cero.

De acuerdo con lo anterior, la funcién u(z,y) = In(2? + y?) es arménica en todo
subconjunto €2 del plano que no contenga al origen de coordenadas. Este ejemplo
nos permitird construir un dominio no convexo sobre el cual se estudiara el problema
(1.1).

Ahora bien, asi como es posible utilizar transformaciones para cambiar la configu-
raciéon geométrica de un dominio, también es posible determinar una expresion que
permita regresar el dominio original.

Ejemplo 8. Considere la funciéon
g(z) =2 = (v +iy)* = 2* — y* +i(22y). (2.18)

Note que g se podrian interpretar como una transformacién de R? en R? en el sentido
de que a cada punto (x,y) del plano le hace corresponder el punto (2% — y?, 2zy).
Con la intencién de encontrar una inversa de g, se propone la funcién h(z) = z'/2.

Es claro que
0 0
h(z) = |z|*/? (cos <§> + isen <§>)

en donde 6 es el argumento de z. De acuerdo con la forma polar y la definicién del
modulo de un nimero complejo, la ecuacién anterior se puede escribir como

h(z) = (2* +y*) " {cos (% arctan (%)) +isen (% arctan (%))} ,

y de acuerdo con las identidades

1 + cos 260 1 — cos20
cosf = — senf = —

para 0 < 6 < 7/2, se tiene que

y 1/2 Y 1/2
” 1 + cos (arctan (—)) 1 — cos (arctan (—))
(* + %) L +1i z

h(z) = 5 5
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y como cosf = , entonces

—%[ Vit ta i\/\/W—x] (2.19)

Ejemplo 9. Sea T el tridngulo de vértices O(0,0), A(1,0) y P(1,1) mostrado en la
figura (2.8). Al evaluar 07 en la funcién g(z) del ejemplo anterior, se obtiene

g(Ly) = g(x,0) = (2%,0) para € 0,1],
g(Ly) = g(1,y) = (1 —¢*,2y) para ye[0,1],
9(Ls) = g(y,y) = (0,2y%) para y€[0,1].

Empleando un cambio de variable para eliminar el pardmetro, es posible determinar
que g(Ls) equivale a la ecuacién x = 1 — y?/4.

De esta manera, aplicando la transformacién g(z) en T se obtiene el dominio planar
g(T) = Q, como se representa en la figura (2.8). Por otro lado, al tener la funcién
inversa de g(z), se espera que al aplicar h(z) a {2 se obtenga nuevamente el dominio

T.

Ya N
fffffff P(1,1) R(0,2)l
g
——————— >
L
Ls I 9(Ls) 9(L2)
2 h
T <«—— - 0
| > T ! >
O Ly A(1,0) O 4(L1) A(1,0)

Figura 2.8: Transformacién g(z) = 2% aplicada en el dominio 7 del ejemplo (9).

Ejemplo 10. Considere el dominio planar 7 como el cuadrado de vértices O(0,0), A(1,0),
B(1,1) y C(0,1) mostrado en la figura (2.9). Al transformar 07 empleando la funcién
g(z) definida en la ecuacion (2.18), se obtiene

g(Ly) = g(x,0) = (%,0) para z€0,1]
9(L2) = g(Ly) = (1 —y*2y) para y€[0,1]
g(L3) = g(x,1) = (z* — 1,22) para € [0,1]
9(La) = 9(0,y) = (—4*,0) para y € [0,1]

Utilizando un cambio de variable para eliminar el parametro, es posible determinar
que g(Ls) v g(Ls) equivalen a las ecuaciones x = 1 —y*/4 y x = y*/4 — 1, respecti-
vamente.

De esta manera, aplicando la transformacién g(z) en 7 se obtiene el dominio planar
g(T) = Q, como se representa en la figura (2.9). Por otro lado, al tener la funcién
inversa de g(z), se espera que al aplicar h(z), definida en la ecuacién (2.19), en Q se
obtenga nuevamente el dominio 7.
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YA ITa
c(, 1)} % B(11) b(0,2)
9y (L) g(L2)
L 2 L b 7
> < > R
O Ly A(1,0) F(=1,0)g(Ls) O g(L1) A(1,0)

Figura 2.9: Transformacién g(z) = 22 aplicada en el dominio 7~ del ejemplo (10).

Hasta el momento, se ha presentado una transformacion en el plano usando una fun-
cién en variable compleja. A continuacién, se presenta un tipo de transformacion,
conocida como transformacién de Mobius, que tiene la ventaja geométrica de preser-
var los angulos entre las curvas del dominio original.

1
Ejemplo 11. Sea f : R? — R? una transformacién definida por f = = con z # 0.
2

Note que f(z) = é Si z = x + 1y, entonces

fG) = s iy ( & Y ) (2.20)

:w2+y2 Zx2_|_y2 - 22 + o2 22 1 g2

Considere los puntos A(1,1),B(2,2) y C(1,2) y sea I' la curva formado por los seg-
mentos Ly = AB y Ly = AC (figura (2.10)). Al transformar I empleando la funcién
f(2) definida en la ecuacién (2.20), se obtiene

1 -1
2z 2x

f(Ll):f(:c,x):( ) con € [1,2]

1 —
L) = 100.0) = (155 1) con wE L2

Luego, se puede probar que si li(x) = f(L1) v l2(y) = f(Ls) entonces

o () - (-2 L)

Note que los vectores directores de Ly y Ly son Dy = (1,1) y Dy = (0, 1), respectiva-

N N 1
mente. Ademas, D, - Dy = — y por otro lado,

V2

G- B0 = (-5 55) <010 = 5.

y de acuerdo con esto, dicha transformacién preserva angulos. A las transformaciones
que cumplen esta propiedad se les conoce como transformaciones conformes. El lector
interesado en profundizar sobre estos temas, puede consultar la referencia [7].
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Figura 2.10: Preservacién de déngulos. Transformacién f(z) = 1/z con z # 0 aplicada
en la curva I' del ejemplo (11).



Capitulo 3

Resultados principales

En este capitulo se presentan los resultados principales del trabajo de investigacion.
Con este propdsito el capitulo se ha dividido en tres partes: en la primera se emplea la
técnica de planos moviles para determinar regiones ausentes de puntos criticos, en un
dominio simétrico, de las soluciones del problema (1.1), en la segunda se determinan
condiciones sobre transformaciones de variable compleja que garanticen la invarianza
del operador de laplace, para que, al aplicarlas sobre los dominios de un problema de
deflexion, permitan la construccion de problemas equivalentes méas sencillos de resol-
ver facilitando el estudio de las propiedades geométricas de sus soluciones. Por tltimo,
se implementa un algoritmo para la construcciéon de dominios convexos empleando
raices complejas de la unidad.

3.1 Regiones de puntos criticos en dominios simétricos

Sean {2 un dominio planar y una recta [, en donde
T un vector unitario perpendicular a [, como se

Q
muestra en la figura.
Como una consecuencia de la ecuacién (2.11) se
tiene que
T *' =x — 2d(z,l,)T para todo x € Q(I,).
1 Lema 3. Sea 2 un dominio planar y u € C?%().

Si 2 admite una reflexién bajo una recta [,, en-

' , N _ tonces la funcién u*(x) = u(x’) definida en (I;)
Figura 3.1: Regiones € y verifica

para una recta [ Aut(z) = Au(a).

Demostracion. Si se toma T = (71, 72) v

72 — 72 —27 T
M:<2 ! 2122) )

=211y — (14 — 7§

23
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entonces &’ puede escribirse como
!/
=x-M+2(q- 7)1,

en donde g es un punto arbitrario sobre .. Se sigue de la regla de la cadena que

ou* ou ou
o (12 — 712)% — 2T Ty — o
(3.1)
ou* ou ou
=_92 - 2 _ 2\~ "7"
By TT2g- (15 — 77) o
Un célculo directo muestra que
0%u* 0% 0%u , 0%
o2 (722 —712)2@ —4(722 712)71728 7y + 47} Ty 26 27
0?u* , 0% 0%u 0?u
_ 4 4 2 2 - 2 2\27 ™
0y 71728 5+ 4(m Tl)TlTany + (3 — 1) Bk
y al sumar ambas ecuaciones se obtiene
Au*(x) = ((7‘2 — 722 + 477 7‘2) Au(x").
La prueba finaliza al comprobar que
(3 —10)* +4riy = (13 + 1) = 1
O

Corolario 1. Si sobre Q(1) se define la funcién w(x) = u(x) — u*(x), entonces
Aw(x) = Au(x) — Au(z’). (3.2)

Lema 4. Sea u una solucién no nula problema (1.1). Suponga que 2 admite una
reflexién bajo una recta [;. Si u > 0 en  y la funcién w(x) = u(x) — u*(x), verifica
que

Aw(x) < 0 para todo x € Q(1),

entonces Vu(x) # O para todo € QN ..

Demostracion. Note que la regién €Q(I) tiene como frontera el segmento [, N y la
curva 092(1) N Q. Es claro que u|;,no = 0 ya que u y u* coinciden sobre [, N Q. Por
otro lado, como ulgq = 0 entonces w > 0 en Q1) NS, y ya que Aw > 0 entonces se
sigue del Principio del Méximo que 0 = w(xy) < w(x) para todo xq sobre [, NNy x
en Q(1).
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Ahora bien, como [, N ) es un segmento, entonces sobre cada uno de sus puntos se
verifica la condicién de esfera interior, y por lo tanto, para @y € [, N () se satisfacen
las hipotesis del Lema de Hopf, y esto quiere decir que

ow

(@) = (Vul@o) = V(o)) - > 0, (3.3)
para toda direccién entrante 1 desde xy a Q(1).
Se sigue de (3.1) que Vu*(xy) = Vu(xg) - M y de acuerdo con esto la expresién (3.3)
se puede escribir como

0
%(wo) = Vu(wo) . (IQ — M) . ’f]T > 0,

en donde I, es la matriz identidad 2 x 2. Se sigue de esta ultima expresién que

Vu(zg) # O. O

Definicién 8 (Region simétrica.). Sea 2 un do-
0 minio planar. Diremos que ) es simétrico con
respecto a una recta [, si

O(l,) = int (2\ Q).

Lema 5. Sea u la solucién del problema (1.1)
con f = 1. Si () es simétrico con respecto de la

Figura 3.2: Dominio {2 simétrico con  recta I,, entonces u es simétrica con respecto de
respecto a la recta [,. la recta [,.

Demostracion. Sea w = u—u* en (l) con u* = u(z’). Note que w|saq) = 0. Por otro
lado, como —Awu =1 en € se desprende del lema 3 que Aw = 0 en (() y de acuerdo
con el Principio del Méximo w = 0 en €((), esto quiere decir que u(x) = u(x’) para
todo « € Q(I). O

Definicién 9 (Subsimetria.). Un dominio simétrico con respecto de una recta I,
admite una subsimetria con respecto a una recta [, si para la region Q((;) se verifica

Q1) cC QL)1) UQ(L): U Q) Nl cC Q.

Entienda la doble contenencia como la contenencia completa en un solo sentido, es
decir, para dos conjuntos A y B que verifiquen A CC B entonces todo elemento de
A es un elemento de B pero existen elementos de B que no son elementos de A.

En la figura 3.3 se muestra un dominio {2 que admite subsimetrias.

Teorema 5. Si u es la solucién del problema (1.1) con f = 1y © un dominio simétrico
con respecto a una recta [, y subsimétrico con respecto a una recta l,. Entonces u es
simétrica con respecto a [, y no admite punto criticos en [, N €2.
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!
/
%
o)
s
o)

Figura 3.3: Simetria con respecto a la recta [, (a), subsimetrias con respecto de la
recta [, (), (c).

Demostracion. La demostracion de este resultado es consecuencia de aplicar el Lema
5 a los dominios Q y Q(I;). O

Es importante mencionar que empleando de forma recursiva la técnica de planos
moviles se pueden determinar regiones en donde sea posible encontrar puntos criticos
de la solucién del problema (1.1) tomando f = 1. Esta situacién se muestra en la
siguiente figura.

Q

DN e

Figura 3.4: Region en donde u no admite puntos criticos en el dominio 2.

3.2 Invarianza del operador de Laplace

En esta secciéon se presentan algunos resultados concernientes a la invarianza del
operador de Laplace bajo ciertas transformaciones en el plano. Esto permitira llevar
el problema (1.1) a nuevas regiones en donde se pueda obtener una mayor informacién
sobre su solucion. El lector interesado en consultar mas sobre estos aspectos, puede
revisar las referencias [7]

Definicién 10. Sean Q y T' dos dominios en el plano y u € C?(f2). Considere una
transformacién g : T'— Q tal que g € C*(T) y |Dg| # 0 en T. Se dird que el operador
de Laplace es invariante bajo ¢ si la funcién composiciéon s = u(g) verifica

As = GAu(g)

para una cierta funciéon G continua y no nula en 7.
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Lema 6. Sea g(7,7) = (g91(7, 1), g2(7,n)) con g € C?*(R?) una transformacién de R?
en R?. Si u € C?, entonces la composicién s = u(g) verifica

2 2

Ju 0*u 0u
Airs = Vo Vut o5V emall*+5 ||V(m 2* +25—-

axa V(Tﬁ gi- VTW 92 (3 4)

en donde Vg = (A(Tvn)g:L’ A(T,n)g2) .
Demostracion. Se sigue de la regla de la cadena que

O0s 8u 891 L O ou 0gs

or 0Oz or @ oyor
Ds auag1+aﬂ(992 (3:5)

on Oz on oy on’
Por otro lado, un calculo directo muestra que
Ps _Oudq  udge Ou (0g:\" O (0g)® , Ou 99 0ge
or?  Ox 02 Oy or2 022 \ Ot dy? \ Ot dxdy Ot o1’
@—%62914_@82924_@ % 2+@ % 2+282U%%
on?2 Oz On?2 Oy On2  0x2 \ On oy? \ On Oxdy On On

La ecuacion (3.4) se obtiene al sumar las dos ecuaciones anteriores. ]

De acuerdo con la ecuacion (3.4), si

i) Vg1-Vga=0

i) Agp =0

) A (3.6)
i) Ago =0

) [Vall® = Vel

entonces A s = [|[Vg1]?Aw 4, lo que motiva el siguiente resultado.

Teorema 6. Sea g(7,1) = (g1(7,7), g2(7,m)) una transformacién de R? en R? con
g€eC*R?). SiueC?y
Vo + Vg = O, (3.7)

donde con J la matriz de rotacién 7/2 radianes en sentido contrario a las manecillas
del reloj, entonces la composicién s = u(g) verifica que

Aqrs = Vo llPAg .

Demostracion. Al multiplicar (3.7) por Vgs se obtiene que Vg; - Vgs = 0.
Por otro lado, al aplicar el operador divergencia a (3.7) se obtiene Ag; = 0. Note que
(3.7) se puede escribir como JVg; — Vgy = O. Al aplicar el operador divergencia a
esta expresion, se obtiene Agy = 0.

g2 0 g2 0
Al multiplicar (3.7) por Vg, se obtiene ||V, ||* = J2091 _ C92 991

0g 0 Jgs 0
se puede probar que |Vg,|* = 92 99 92 Og1
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Note que la condicién impuesta sobre g en este teorema, corresponde con las ecua-
ciones de Cauchy - Riemann (3.7) en la secciéon de nimeros complejos del capitulo
anterior.

1
Ejemplo 12. Considere la transformacion g(z) = —, (véase el ejemplo 11). Note que

si se escribe g como una funcién en variables de z,y se obtiene

g(fc,y)=(g1(w,y),gz(w,y))=< . - )

x2+y2’x2+y2

y de acuerdo con esto

o _(—x2+y2 —2ry ) < _< 2ey @ty )
91(z,y) (IQ +y2)27 (ZL‘2 +y2)2 ’ 92(z,y) (1,2 +y2)2’ (J;Q +y2>2 .

Es facil comprobar que Vg, + JVgy = O, y se sigue del Teorema (6) que si s = u(g)
con u € C?(R?) entonces As = ||[Vg;||?Au.

Hasta el momento, la discusion se ha enfocado en determinar condiciones que garan-
ticen la invarianza del operador de Laplace. Ahora, con el propdsito de emplear este
resultado para facilitar el estudio de las caracteristicas geométricas del problema de la
deflexion de una membrana sujeta por su frontera, se tiene el siguiente razonamiento:
considere el problema tipo (1.1) definido sobre un dominio planar 2. Ahora, para
7 un dominio en R?, considere g : T — Q, una transformacién que que verifica la
hipétesis del Teorema (6). Al aplicar g sobre el dominio 7 se presenta la situacién
que se ilustra en la siguiente figura.

TA YA

Figura 3.5: Transformacion g(z) aplicada en el dominio 7.

Sea u : €0 — R la solucién clésica problema tipo (1.1). Entonces para la composicion
s = u(g) se verifica

{—As =Vail*f(g) enT, (3.8)

s=0 sobre 0T,

3.3 Abplicacion de resultados y conjeturas

En esta seccion se van a emplear las técnicas y los resultados antes expuestos para
identificar algunas propiedades geométricas de la solucién de (1.1) en un caso parti-
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cular. Con este proposito considere el problema

(3.9)

—Au=1 en (),
u=0 sobre 0,

siendo € la regién que se muestra en la figura 3.6, cuyas fronteras se han parametri-
zado a partir de la funcion

(2.9) 22+ + 9P y
l’ g
Y T+ 12+ (wr1)2+q2)

en el siguiente orden v; = v(¢,0), 2 = v(1,%), y v3 = y(t,t) con 0 < ¢t < 1.

YA
B
5
V3 |
Q V2 ‘
N,
T
@ 71 1 -

3
2 5
Figura 3.6: Dominio €.

Note que aunque f = 1, {2 no es convexo y por este motivo no se puede emplear el
Teorema de Makar-Limanov para garantizar la existencia de un tnico punto critico.
Empleando la técnica de planos moviles se puede determinar la region en €2 donde es
posible encontrar puntos criticos de la soluciéon de este problema.

Figura 3.7: Reflexiones admisibles para distintas rectas [.

En figura 3.8 se ha superpuesto las regiones en ausencia de puntos criticos que se han
determinado con la técnica de planos moviles, sobre la solucién numérica emplean-
do la técnica de los elementos finitos programa en el software libre FreeFem. Note
que numéricamente se puede apreciar que el punto critico se encuentra en la regién
admisible.

Ahora se empleara el resultado Teorema 6 para ver si es posible determinar algunas
propiedades geométricas de la solucién del problema (3.9), empleando para ello una
transformacion de Mdobius.

z
Considere la transformacién g(z) =

z4+1
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A

Figura 3.8: Region en donde u no admite puntos criticos en el dominio €.

Haciendo la identificacion z = x 4 1y se puede probar que

x2+y2+x

. )
+ ) 3.10
r+1)2 4 g2 Z(x—i—l)Q—i—yQ ( )

9(z) = gz, y) +iga(z,y)) = (

Por otro lado, si identificamos con 7T a una regién triangular de vértices en (0,0),
(1,0) y (1,1), se puede probar que g(7) = €, como se muestra en la figura (3.9).
Note que g posee la ventaja geométrica de preservar angulos.

yA IaA
1= N
-1 L3) =173
Ly . « I __ %*;"(73)717
2
T O IQ(LZ):W
< > x < >» R

0 Ly 1 O gL)=m 3 3

Figura 3.9: Preservacién de dngulos. Transformacién ¢g(z) = z/(z+ 1) aplicada en el
dominio 7.

Ademas como g es diferenciable en todo dominio que no contenga a z = —1, entonces g
satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann, y de acuerdo con esto, para la expresion
en (3.10) se verifica que Vg, + JV gy = O. Por otro lado la composicion s = u(g) esta

bien definida y como
1

(1+2)? +y>

entonces de acuerdo con el Teorema (6) se tiene que

IVgil* =

1
A§g= — T,
T raorrye (3.11)

s=0 sobre 0T,

Note que a diferencia del problema (3.9) el dominio T es convexoy —As < 0en T,
entonces de acuerdo con el Principio del Maximo, la soluciéon s no admite minimos
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locales en T, y se sigue del Teorema 4 que el conjunto de puntos criticos de u es la
union finita de puntos criticos aislados y curvas de Jordan de puntos criticos.

Con el animo de estudiar algunas propiedades geométricas de la solucion del problema
(3.11) se estudiard la funcién

1
AR

En la siguiente figura se muestra el grafico de f y algunas curvas de nivel a alturas
de 0,3, 0,5, 0,7y 0,9

|
Figura 3.10: Graéfico de f y curvas de nivel a alturas 0,3, 0,5, 0,7 y 0,9.

Note en particular que f es estrictamente positiva en 7 y creciente en direccién
al punto (—1,0), por otro lado, f no admite cambios de curvatura en 7 y ademés
debido a que z,y € (0,1), se podria pensar que f en T toma valores cercanos de 1. De
acuerdo con esto se podria conjeturar que la solucién del problema (3.11) es cercana
a la solucion sobre este mismo dominio si se tomase f = 1, que como es bien sabido,
de acuerdo con el Teorema de Makar - Limanov, admite un tnico punto critico y sus
curvas de nivel son convexas.

Por 1ltimo, considerando que la transformacion empleada para construir el problema
(3.9) garantiza la invarianza del laplace, y preserva dngulos, podriamos afirmar que
la solucion del problema original conserva la estructura y la naturaleza de los puntos
criticos. Entonces la solucién u del problema (3.9) admite un tunico punto critico.
De nuevo la experimentacion numérica da cuenta de esta afirmacién, para ello se
elaboraron dos programas en FreeFEM, que se pueden consultar en los Apéndices del
documento. El primero (Apéndice 1) permite encontrar numéricamente la solucién
del problema (3.9) y el segundo (Apéndice 2) permite encontrar numéricamente la
solucién del problema (3.11).

En la figura (3.11) se muestran los gréficos de la solucién u del problema (3.9) y sus
curvas de nivel, y en la figura (3.12) se muestran los gréficos de la solucién u del
problema (3.11) y sus curvas de nivel.

Note que en la figura (3.12) se observa que el punto critico del problema (3.11) es
aproximadamente (0,61,0,22). De acuerdo con el andlisis realizado, al evaluar este
punto en la transformacién g de la expresién (3.10), se obtiene el punto critico del
problema (3.9). De aqui, ¢(0,61,0,22) = (0,39,0,08), el cual es aproximadamente el
punto critico evidenciado en la figura (3.11).

La exploracion realizada en esta seccion se puede resumir en la siguiente conjetura.
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Figura 3.11: Curvas de nivel y grafico de la solucién u del problema (3.9) en el
dominio §2 con f = 1.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.12: Curvas de nivel y gréfico de la solucién s del problema (3.11) en el
dominio triangular 7 con f = (1/(1 + x)% + y?).

Conjetura 1. Sea u una solucién cldsica del problema (1.1) con §2 un dominio con-
vexo. Si f > 0 en (), creciente a lo largo de una misma direccién, y si no admite
cambios de curvatura, entonces u admite un tinico punto critico y sus curvas de nivel
son convexas en ).

3.4 Construccion de dominios poligonales convexos
Se desea construir un tridngulo equilatero inscrito en la circunferencia 0B;. Entonces

de acuerdo con (2.15) existen 3 nimeros complejos z;, con k = {0, 1,2}, que verifican
la relacién z; = 1, y estos son

, 2 2 1 3
21 = 627”/3 — COS% +isen_7r — (_57 \/7_> ’

. 4m 4m
4mi/3 .
zm=ce =cos— +isen — = | —
2 3 3 (
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10F g
y de acuerdo con esto, es posible construir
0.5- 1 un tridngulo equildtero de vértices A(1,0),
B(—1/2,V/3/2) y C(—=1/2,—+/3/2). Se pue-
0.0k 1 de verificar que las ecuaciones de los lados

del triangulo son

-0.51 ] — \/§ 1

AB +—x——==0
o T
_1_07‘ ) - ) B
-10 -05 0.0 0.5 1.0 —_ \/3 1
AC : —— 12+ —==0
S TV
BC: 2x+1=

Figura 3.13: Triangulo equildtero ins-
crito en la circunferencia de radio 1.

Ahora considere la funcion

2 V31 V3 1

que al simplificarla, se puede escribir en la forma

1
u(z,y) = 15 (14 2z) ((x —1)* = 3y%) . (3.12)
Es posible probar que Au = —1. De esta manera, si se tuviera el problema tipo (1.1)

con f(x,y) =1y el dominio planar 2 es la regién interior del tridngulo equilatero de
vértices A(1,0), B(—1/2,v/3/2) y C(=1/2,—+/3/2), la solucién u de este problema,
serfa la ecuacién (3.12).

La construccion de dominios convexos empleando las raices complejas de la unidad
se convierte en un proceso largo a medida que se incrementa el nimero de raices
involucradas. En este punto, resulta mas eficiente implementar un algoritmo que
permita la construccion de estos dominios. De acuerdo con esto, considere el vector

2 2
A — (COS (L’f)sen (L’f)) 7
n n

que representa la sucesion z; de la definicién de raices complejas de la unidad. Ahora
consideremos la funcion

n—1

u(@) = [[ (@ — Ap) - J(Axr — Ap),

k=0

definida como el producto de las ecuaciones de cada recta asociada a los lados del
poligono inscrito en 9B;. Empleando el sofware Wolfram Mathematica, es posible
determinar el Laplaciano de u para valores grandes de n. A continuacion se presentan
algunos resultados.
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En el caso de n = 4 se encontraron las siguientes expresiones:

2

u(z,y) = 573 ((2® =1 =2(=z* + Dy? +y),

16
Au(z,y) = Wi (®+y*—1).

Se ejecutd el algoritmo para 5,6, 7 y 8 raices complejas de la unidad. A continuacion,
se presenta el dominio construido y el grafico de Au para cada caso.

El dominio construido empleando tres raices de la unidad es el Unico que presenta
Au = —1. Esto podria indicar que el dominio tipo triangulo equildtero es el tnico
dominio que posee un Laplaciano constante. Sin embargo, esta conclusion proviene de
una experimentacion numérica limitada por la capacidad computacional. Se requiere
de una prueba analitica para asegurar esta afirmacion.
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0.5

0.0

-0.5

-1.0L . " . :
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Figura 3.14: Dominio construido empleando 4 raices complejas de la unidad y gréfico
de Au.
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Figura 3.15: Dominio construido empleando 5 raices complejas de la unidad y grafico
de Au.
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Figura 3.16: Dominio construido empleando 6 raices complejas de la unidad y grafico
de Au.
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Figura 3.17: Dominio construido empleando 7 raices complejas de la unidad y gréfico
de Auw.
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Figura 3.18: Dominio construido empleando 8 raices complejas de la unidad y gréfico
de Auw.
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Capitulo 4

Conclusiones

En este trabajo se presentaron algunos resultados sobre las soluciones clasicas y débi-
les del problema de la deflexion de una membrana sujeta por su frontera. También se
realizé una breve introduccién al principio débil y fuerte del maximo para problemas
elipticos de orden dos, junto con la descripcién de la técnica de planos méviles que
permite delimitar la region en donde es posible localizar los puntos criticos de la solu-
cién del problema de la membrana. Como parte central del documento se discutieron
algunos aspectos de las funciones de una variable compleja, como las ecuaciones de
Cauchy - Riemann y transformaciones de Mobius, herramientas que fueron esenciales
para conseguir los resultados del documento.

En el problema (3.9) se pudo apreciar la importancia de la invarianza del operador
de Laplace para emplear la técnica de los planos moviles y la de transformaciones en
el plano a través de funciones de una variable compleja que satisfacen las ecuaciones
de Cauchy - Riemann. Esto sugiere que este tipo de técnicas son particularmente
utiles para estudiar las propiedades cualitativas de las soluciones de ciertos problemas
que son planteados en dominios que permiten ser transformados en otros por medio
de ciertas aplicaciones de funciones de una variable compleja [7]. En particular, es
conocido que estas técnicas se han escalado a problemas elipticos de cuarto orden [14]
Como futuros trabajos de investigacién se espera abordar la conjetura planteada
en la seccién de Aplicacion de resultados y conjeturas en el capitulo de Resultados
Principales.
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Capitulo 5
Apéndice 1

5.0.1 Cédigo en FreeFEM problema (3.9)

//FRONTERA

border Gammal(t=0,1) { x = t/(1 + t); y = 0;}

border Gamma2(t=0,1) { x = (2 + t°2)/(4 + t"2); y =t/(4 + t°2);}

border Gamma3(t=0,1) { x = (t*(1 + 2xt))/(t"2 + (1 + t)"2);
y=t/(t"2 4+ (1 +t)°2);}

mesh Th=buildmesh (Gammal (200 )+Gamma2(200)+Gamma3(—200) ) ;

plot (Th, wait=true) ;

//ESPACIO DE FUNCIONES
fespace Vh(Th,P2);
Vh s,w, f=1;

//SOLUCION DEBIL DEL PROBLEMA

solve Laplace(s,w)=int2d (Th) (dx(s)x*dx(w) + dy(s)xdy(w))
— int2d (Th) (f*w) + on(Gammal, s=0) + on(Gamma2,s=0)
+ on(Gamma3, s=0)

plot (s, wait=true);

// DATOS DE LA SOLUCION
{ ofstream ff(”datos.txt”);
for (int i=0;i<Th.nt;i++)
{ for (int j=0; j <3; j++)
ff<<Th[i][j].x << 7’<< Thli][j].y<< "7’<<s[][Vh(i,]j)]<<endl;
}

}
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Capitulo 6
Apéndice 2

6.0.1 Cdédigo en FreeFEM problema (3.11)

//FRONTERA

border Gammal(t=
border Gamma2(t=
border Gamma3(t=

:t'

=1 t;

0,1) { x
0,1) { x
0,1) { x
plot (Th, wait=true) ;

//ESPACIO DE FUNCIONES
fespace Vh(Th,P2);
Vh s,w,f=1/(( 1 4+ x)"2 + y2);

//SOLUCION DEBIL DEL PROBLEMA

solve Laplace(s,w)=int2d (Th) (dx(s)=*dx(w) + dy(s)=dy(w))
— int2d (Th) (f+«w) + on(Gammal, s=0)
+ on(Gamma2, s=0) + on(Gamma3, s=0);

plot (s, wait=true);

//DATOS DE LA SOLUCION
{ ofstream ff(”datos.txt”);
for (int i=0;i<Th.nt;i++)
{ for (int j=0; j <3; j++)
ff<<Th[i][j].x << 7’<< Thli][j].y<< "7<<s[][Vh(i,]j)]<<endl;
}
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