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Resumen

Este proyecto realiza una breve descripcion de los dispositivos Micro-electro
mecanicos tipo peine y estudia el movimiento de un dispositivo de tipo lineal.
Para ello utiliza elementos sencillos tales como lo es la teoria de comparacién
de Sturm y las proposiciones de Rafael Ortega disenadas para el estudio de
cuerpos celestes.

De esta manera este documento presenta un analisis realizado con elementos
teoricos sencillos de problemas que generalmente son analizados con herra-
mientas de alta complejidad y presenta de forma aplicada y clara, un proce-
dimiento para abarcar el estudio del movimiento de este tipo de dispositivos
mostrando un claro enfoque aplicado sin descuidar en ningtin momento los
fundamentos tedricos que hacen posible tal estudio.

Abstract

This project shows a brief description of the movement equation of lineal
Michro-electro mechanical combdrive finger devices. In order to do that, it
uses simple elements such as: Sturm comparison theory and the propositions
made by Rafael Ortega for the studies of celestial bodies.

On this way, this document present’s an analysis with simple theoretical
elements for problems that are generally analized using more complex tools.
It presents in a clear and applied style a procedure to study these type of
devices with an appied focus without renlinquishing the theoritical elements
that makes possible such studies.
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Introduccion

Desde la introduccién del termino MEMS (Michro Electromechanical Sys-
tems), la evolucién y aplicacién de estos sistemas en diversos campos ha
evolucionado a entornos dificiles de concebir inicialmente.

El potencial de maquinas muy pequenas como los MEMS fue divisado incluso
desde antes que existiera una tecnologia capaz de fabricarlos eficientemente
como se puede ver en la conferencia sobre miniaturizacién del fisico tedrico
Feynman en 1959 [4]. Sin embargo estos dispositivos tendrian que esperar
décadas hasta que pudieran fabricarse utilizando variaciones de la tecnologia
de fabricacién de circuitos integrados en la decada de 1970.

Asi mismo debido a la aplicabilidad de estos dispositivos y la complejidad de
sus expresiones matematicas han sido también de interés para las matemati-
cas aplicadas desde hace aproximadamente 20 anos como se puede observar
en los trabajos de [3] y |14]. Especificamente el movimiento oscilatorio de
estos dispositivos puede ser estudiado por medio de sistemas de ecuaciones
diferenciales de segundo orden. Asi se han estudiado las soluciones periddicas
de estos sistemas y su simetria en articulos tales como el analisis de estabili-
dad realizado por [11] en 2019 al igual que diversos trabajos recientes como
los encontrados en [6], [5] v [7].

Este estudio analizara las soluciones periédicas impares utilizando el método
de Ortega |13] el cual ofrece un enfoque diferente a los estudios mencionados
anteriormente y permite su estudio utilizando elementos tedricos mas senci-
llos. Este método no fue disenado para ser aplicado en los modelos de los
MEMS tipo peine, y nace méas bien en un contexto de problemas de Mecani-
ca Celeste. Asi de manera natural cabe preguntarse si este principio puede
adaptarse a ecuaciones diferenciales con singularidades como lo es la ecua-
cién de un MEMS tipo peine y cuales serian las condiciones que permitirian
una tal extension al ambito de los dispositivos tipo peine y sus implicaciones
para principios de diseno.
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0.1. Planteamiento del problema

Han pasado ya varias décadas desde el descubrimiento y desarrollo de sis-
temas micro electro mecanicos. Esta tecnologia ha llegado a un nivel de
madurez suficiente para ser utilizada en aplicaciones que van desde sensores
de presién en vehiculos, micréfonos en los celulares, sensores de inercia en los
video juegos, entre otros [15].

Sin embargo, a raiz de la evolucion de estos dispositivos, cientificos de diversas
disciplinas buscan colaborar e innovar en soluciones tinicas y mas eficientes
para lograr un uso mas eficiente y estable de estos dispositivos en sus diversas
aplicaciones.

Para ello esta investigacion se centrard en el movimiento lateral de los dis-
positivos micro electro mecanicos de tipo peine.

B V.
T "

—r : i

d
————

P TV,

pe @ -

L

En la ilustracién anterior se pueden observar las distintas componentes que
conforman este tipo de dispositivos, en el cual nos vamos a centrar en el
movimiento del electrodo central entre las dos placas. El movimiento descrito
en esta grafica es conocido como movimiento lateral y es gobernado por la
siguiente ecuacion de movimiento:

LV? 1 1
"3 oy — €LV e _
R 2m \(d—=z)? (d+x)?)’

d : Distancia entre el diente y las placas en reposo.

m : Masa del electrodo central o diente.

e : Constante dieléctrica en el vacio.

L : Longitud de la porcién del diente que interactiia con las placas.
Vac : Entrada de voltaje
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Por medio de un proceso de adimensionalizacion|15],[11] eligiendo unidades
adecuadas de tiempo y longitud, es posible obtener la siguiente EDO equi-

valente: 1802(1)
" v _ . T

donde hemos introducido un voltaje periédico de entrada de la forma (co-
rriente AC-DC) :
v(t) = vo + p(t)

con p definido por:
p(t) = cos(wt)

Sin embargo, los métodos para encontrar soluciones peridédicas para sistemas
no lineales no son procesos triviales. Asi mismo, la ecuacion anterior presenta
simetrias o reversibilidades en sus variables, simetrias de tipo impar en z y
par en t. Estas simetrias permiten reducir el estudio de soluciones T periodi-
cas impares a un problema de contorno tipo Dirichlet (0) = 2(7/2) = 0. (Es
posible encontrar soluciones periddicas impares para la ecuacion del MEMS
aludido con un numero prescrito de ceros en medio periodo?. ;Cémo carac-
terizar sus propiedades de estabilidad en caso de que existan?

En este proyecto queremos avanzar en la primera interrogante. Puesto que los
métodos de existencia de soluciones periddicas son de variada complejidad,
técnicas como Funciones Globales Implicitas en espacios de Banach [§], teorfa
de grado topoldgico [6], sub y super soluciones [11], métodos variacionales
[12]. Queremos explorar una respuesta que use técnicas sencillas y que al
mismo tiempo permita el conteo de ceros.

Esto nos lleva naturalmente a las observaciones de Ortega en [13], por otra
parte, este principio solo es vélido para ciertas no linealidades. Por ejemplo
el dispositivo tipo peine descrito en [15] para un voltaje par, no satisface las
hipétesis de Ortega en virtud de las singularidades que aparecen y nos pre-
guntamos lo siguiente: ;son validas las conclusiones del principio en cuestion
para este MEMS tipo peine con voltaje con simetria par/impar? ;hasta que
punto son validas las conclusiones del principio de Ortega en este modelo?,
jes posible validar esto numéricamente?. Con estos interrogantes se plan-
tea el siguiente trabajo de investigacién y empieza la revision del material
adecuado para dar solucién a cada una de ellas.

De esta manera el siguiente documento tratard primero los fundamentos
tedricos empezando por una revisién del teorema de Sturm que se utilizara
para posteriormente hacer una revisiéon detallada del método propuesto por
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Rafael Ortega [13], posteriormente veremos una aplicacién sencilla de los
principios estudiados en una instancia simple y finalizaremos revisando las
condiciones necesarias para la aplicacién del método de Ortega en dispositivos
micro-electromecanicos asi como también su aplicacién en algunas instancias.



Objetivos

Objetivos Generales

Demostrar y aplicar el principio de Ortega para osciladores con simetria
periddicamente forzados a algunos osciladores mecanicos clasicos.

Validar numéricamente el principio de Ortega para osciladores micro
electromecanicos de tipo peine.

Objetivos Especificos

Estudiar la teoria de comparacion de Sturm para osciladores lineales.

Caracterizar el comportamiento de los ceros de una sucesién de fun-
ciones uniformemente convergente sobre un intervalo compacto en la
topologia C*.

Determinar las propiedades de la funcion nimero de ceros de un os-
cilador no lineal que cumple las hipotesis de Ortega, especificamente
determinar la magnitud de los saltos y su caracter de monotonia.

Reducir un problema de contorno periédico bajo simetrias a un pro-
blema de Dirichlet.

Desarrollar simulaciones para el problema de Dirichlet asociado al os-
cilador tipo peine con el método de diferencias finitas.

Utilizar el método numérico del disparo para resolver el problema de
Dirichlet asociado al oscilador tipo peine.
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Capitulo 1

Fundamentos Teoricos

Definicién de abreviatura
Sean ¢, ¢o funciones continuas. Se dice que ¢ << g siy solosi ¢ < ¢ v q1
no es idéntica a ¢s.

1.1. Teorema de Sturm
Sean wu, v soluciones reales no triviales de:
u" + q(t)u =0 (1.1)

V' 4+ @ (t)v =0 (1.2)

Donde ¢(t), ¢1(t) son continuas para todo t. Si t; <ty son ceros consecutivos
de u entonces v se anula al menos una vez en (t1,t3) a menos que en ese
intervalo ¢(t) = ¢:(t) y v(t) = ku(t), para k € R
Demostracion:
Inicialmente multipliquemos la ecuacién [L.I]y la ecuacién[I.2) respectivamente
dando como resultado las siguientes dos ecuaciones:

u"v+ q(t)uv = 0, (1.3)

w" + q1(t)uv =0, (1.4)

Posteriormente se calcula la diferencia de las ecuaciones ([1.3)),(|1.4))
u"v+ q(t)uv — w" — ¢ (t)uv = 0,

11
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Reorganizando:
(u"v —uv”) + (q(t) — @1 (t))uv =0,

Integrando:

to
/ u"v —uv” 4+ (q(t) — ¢ (t))uvdt,

t1

/ 2 v —w"dt = / 2(ql (t) — q(t))uvdt, (1.5)

t1 t1

Ahora, sin perdida de generalidad se puede suponer que:
U(t) >0, Vt € (tl,tg)

Dado que ty, ¢y son ceros consecutivos y u(t) continua.
tomando la ecuacion ((1.5)) se procede a realizar la integracién de la expresion:

to
/ u'v—uw"dt =0

t1

Integrando por partes se obtiene la expresion:

to to
u'vl? —/ u'v'dt — uv' [ +/ uw'v'dt

t1 t1

Simplificando:
! |to /t2
u'v]? —wv'[

Dado que t;,t, son ceros de u entonces uuv’ ]if = 0 entonces se forma la

ecuacion:

wmzzjw@mw—awm@W@w (1.6)

t1
Dado que u(t) > 0 en el intervalo y ¢1,ts son ceros consecutivos entonces,
W(ty)) >0y u(ty) <0
Ahora por contradiccién supongamos que v(t) no se anula, para fijar ideas
supongamos que v(t) > 0, Vt € (ty,t3), reescribiendo la ecuacién ([1.6)

wmwwwwwmwoz/im@—amwm

t1
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Analizando la expresién: u/(t2) < 0, por unicidad de condiciones iniciales
puesto u = 0 es solucién. v(tz) > 0 por tanto:

u' (ta)v(tz) <0
Igualmente: u'(t1) > 0, v(t1) > 0 por tanto:
—u'(t1)v(t1) <0
Por tanto:
u' (t2)v(ty) — o' (t)v(ty) <0
Dado que:

to
[ t@® - att)uvde > 0
t1

Dado que ¢; >> ¢

es imposible entonces que v(t) > 0Vt € (t1,t2) lo cual implica que Jt3 €
(t1,t2) tal que v(t3) =0

1.1.1. Conclusiones directas del teorema de Sturm

Consideraremos ¢, k > 0 tal que ¢? << ¢(t) << k?* en [a,b] y sea u solucién
no trivial de:
u" +q(t)u =0

Estimacién de la distancia entre ceros consecutivos:
Si t1,ts son ceros consecutivos de u en [a, b] entonces:

Tyt <X
k_2 1_c

Demostracion:
Consideremos la ecuacién
Z k2 =0,

y una solucién particular con un cero en ts:
z = sen(k(t —t5))
Dado que k? >> ¢(t) por teorema de comparacién de Sturm se sigue que en

el intervalo 3 7 € (#1,t2) tal que 7 es cero de z ubicado en el punto:

v
T:tg——

k
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Por lo tanto:
T
tl < tQ — E < tg

Reacomodando la expresién:

T
to —t 1.7
k<2 1 (1.7)

Consideremos ahora
y// + 02 y = O,

y la solucion que se anula en ¢,

y = sen(c(t —t3))

Dado que ¢(t) >> ¢* entonces por teorema de Sturm sabemos que en el

intervalo (o — z ts) existe un cero t; cero de u tal que:
s
to — — <t <ty
c

Reorganizando:

C

Por tanto utilizando las expresiones ([1.7) y (1.8):

T T
— <ty—t — 1.
/{3<2 1<C ( 9)

Estimacion del nimero de ceros

Sea u solucién no trivial tal que u(t;) = u(t2) = 0 tal que u tiene n ceros
consecutivos en (1, t3). Entonces

C(tQ —tl) cntl< k’(tg —tl)

™ ™

Demostracion: Por el resultado de la expresién ([1.9) sabemos que la distancia
d entre dos ceros consecutivos esta acotada por la expresion:

T T
—<d< -
k c’
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Como u(ty) = u(tz) = 0y u posee n ceros en (t1,t2) entonces sumando los
intervalos de ceros consecutivos (que son n + 1 en total) se obtiene:

m+ D)= <ty—t; < (n+1)°,
k c
Reordenando la expresion:

C(tg—tl) <n+l< k(tQ_t1>

™ ™

1.1.2. Conteo de ceros para dispositivos tipo peine

Consideremos la ecuacion adimensional de un dispositivo tipo peine

4BV2(t)
(1 —a?)?

donde |z| < 1,y V(t) es un voltaje T-periédico continuo.

El propdsito de esta seccion serd estimar las oscilaciones o vaivenes del dis-
positivo MEMS tipo peine que estamos modelando. Esto se medira con una
estimacién del ntimero de ceros promedios de las soluciones no triviales en
el intervalo (0,7"/2). Comenzaremos con la linealizacién en x = 0 o ecuacién
variacional en x = 0 que es la que nos dara una cota superior de la medida
de la oscilacion.

Linealizando en x = 0 obtenemos la ecuacion variacional:

"+ x(1— ) =0, (1.10)

"+ (1 —4BV () =0 (1.11)

Sea ¢(t) la solucion de la ecuacion linealizada ([1.11)) con condiciones iniciales
»(0) = 0,¢'(0) = 1. Vamos a estimar el nimero de ceros de esta solucién
canénica en (0,7/2), T' = 27 /w. Llamaremos a este nimero vy. El nimero
vy esta asociado al periodo que se tome para el voltaje; asi podriamos tomar
periodos de la forma £T" con k entero positivo. En este caso denotaremos el
nimero de ceros interiores al intervalo (0,k7"/2) por vy (k).

De esta manera debemos encontrar el maximo y minimo de la expresién
q(t) = 1 — 4BV (t)? para aplicar el corolario del teorema de comparacién
de Sturm. Recordar que la entrada de voltaje es la funcién V(t) definida
anteriormente en la Introduccién como

V{(t) = Vo + dp(t),
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con p(t) = cos(wt) de esta manera pyar = 1, Pmin = —1. Por lo tanto los
valores extremos del voltaje son:

Vmax:‘/()+5a V'mzn:‘/b_(S

Asumiremos también que V > 6 > 0, asi trabajaremos con voltaje positivo.
Debemos acotar adecuadamente el oscilador:

< q(t) <k

Se puede observar que cuando V' (t) es maximo el oscilador alcanza su minimo,
de la misma manera cuando V (¢) es minimo alcanza su méaximo. Por tanto

1—4pV2 << q(t) << 1—4BV?

ax in

Por tanto tenemos las siguientes cotas sobre el coeficiente ¢(t):
k?:=1—48(Vy —6)? (1.12)

A i=1—-48(Vy +0)> (1.13)

Supondremos también 1 — 45V,2 > 0. Aplicando el corolario del Teorema
de comparacion de Sturm sabemos que dados %1, ¢y ceros consecutivos de la

solucién ¢(t) no trivial de ((1.11)) entonces

T ecty—t, < T
k 2 ! c

Ahora por condiciones iniciales de la ecuacién ([1.11]) sabemos que:
z(0)=0

Z(0)=1

Tomaremos t; = 0 como cero inicial de referencia. Dado que t; = 0, ahora
deseamos conocer una estimacion del niimero de ceros en el intervalo (0, T).
Necesariamente w > ¢, de lo contrario el oscilador mas pequeno tendria un
cero no trivial antes de 7/c. Sin embargo suponiendo = > T,y comparando
las ecuaciones diferenciales:

2" (t) +q(t)r = 0

"'(t) + Pz =0 (1.14)
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Dado que la expresién z”(t) + ¢*z = 0 representa un oscilador mas lento
entonces fijando t; = 0 sabemos que el segundo cero de la soluciéon de la
expresion ([1.14) que inicia en ¢t; = 0, i.e., x(t) = sin(ct), estd exactamente

s s

en Z. Por otra parte, en el intervalo (0,T) existe al menos un cero de toda
solucién no trivial de ((1.11)). Notése que existe un entero m tal que:

mr T (m+ )7
c w c
m 1 m+1

— <
c w Cc

IN

E<m+1
w

3
IN

Por lo tanto

m = LEJ (1.15)

w

Notese que entre dos ceros del oscilador existe al menos un cero del
oscilador , entonces se puede afirmar que el oscilador tiene al
menos m ceros interiores en el intervalo (0, T)

Por tanto sabemos que el nimero n de ceros interiores a [0, 7/w] de las
soluciones no triviales de la ecuacion estd acotado inferiormente por
m:m < n.

Ahora analicemos la expresién

2"(t) + K’z =0 (1.16)

Como (|1.16)) representa un oscilador mas rapido que , entonces entre
dos ceros consecutivos de toda solucién no trivial de existe al menos un
cero de toda solucién no trivial de . Sabemos también que el primer cero
positivo de la solucién sin(kt) de estd exactamente en 7. Andlogamente
al caso anterior sabemos que existe un entero m’ tal que:

m'n

k

/
<z<(m+1)7r
T w k

/ /
<l<m+1
~w k

=3

3
IN

k
—<m +1
W



18 CAPITULO 1. FUNDAMENTOS TEORICOS

Por tanto

Utilizando m, m’ entonces se puede delimitar el nimero de ceros de ¢ de la
siguiente manera:

m < vy <m

c k
HEZE H
w W
Sustituyendo ¢, k se obtiene la relacion

W W

Se obtiene asi una estimacion del nimero de ceros interiores. Hemos obtenido
el siguiente resultado

Teorema 1.1.1. Dada una ecuacion de la forma z" + F(t)x = 0, con F(t)
continua 2w /w-periddica, entonces el niumero de ceros internos vy de una
solucion periddica en el intervalo = esta limitado por:

5] <2 22

w w

Finalmente vamos a estimar la oscilaciéon de la solucién de la ecuacién no
lineal . El niimero de ceros de toda solucion no trivial de esta ecuacién
en (0,7/2) estara acotado por el nimero de ceros de ¢ en (0,7/2) al cual
yva se ha estimado en (L.17). Toda solucién u = z(t) del problema no lineal
puede verse como soluciéon de una ecuacién lineal de la forma

i+a(t)u=0

con o A5V
=1 T ey

Ademds como a(t) << 1—4BV?() =: ag(t)) entonces del Teorema de Sturm
aplicado a los osciladores 2" + a(t)x = 0y 2" 4 ao(t)z se obtiene lo siguiente:
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Lemma 1.1.2. Sea k un entero positivo. Entonces el nimero de ceros de toda
solucion no trivial del oscilador no lineal (1.10) en (0,kT/2) estd acotado
por vy(k), el nimero de ceros de la solucion canonica ¢ en (0,kT/2) de la

ecuacion variacional (1.11).

El siguiente lema técnico da cuenta del comportamiento del niimero de ceros
en un intervalo para una sucesién de funciones que converge en la C*—topologia.
Este resultado es clave para la demostraciéon del Principio de Ortega y se
usard en el proximo capitulo.

Lemma 1.1.3. Supongamos que fi. es una sucesion de funciones de clase C*
en [0, L] que satisface f,(0) = 0 para cada k y tal que fr, — f uniformemente
en [0, L], fi. — f" uniformemente en [0, L] (convergencia en la C"'-topologia),
para f de clase C en [0, L] con la propiedad:

f@)* + f'(2)* > 0, Vo € [0, L]
Entonces para un k lo suficientemente grande se cumple:

n(f) < n(fr) <n(f)+1

n(f) denota el nimero de ceros de la funcion f en el intervalo (0,L). Si
ademds f(L) # 0 entonces n(fi) = n(f), Vk > ko, para cierto natural ky.

Demostracion

Sea C'f = {c1,cq,...,cn} donde f(¢;) =0,Vie {l,...,.N} y N =n(f) en
10, L[.

Por continuidad y dado que f'(¢;) # 0, existe un ¢; > 0 tal que f es estricta-
mente monétona en (¢; —€;, ¢;+€;), esto implica que ¢; es el tinico cero de f en
ese pequeno intervalo. Asi mismo dado que f(0) = 0 entonces por hipdtesis
1/(0) # 0, por tanto por continuidad de f’ existe una vecindad (0, ¢y) donde
f es mondtona creciente o decreciente.

Entonces sea:

N
Q= Jlc e ci+e)u0,6) UL —enp, L]

i=1

As{ mismo se define:

e=inf(|f(ct —e)— fler+€)|, ..., | fleny —en) — flen +en)l)
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Como fr — f entonces dk tal que si n > k entonces:

o) = f(2)| < eV € (0, L)
Dado que f(0) = 0, entonces f'(0) #0) y:

inf(|f'([0,€e])]) >0

Asf mismo por hipétesis f; — f’ por lo cual 3k tal que sin > k

(@) = ()] < inf(1f([0,€)])

En el intervalo [0, €o], de esta manera se conoce que f/ no cambia de signo,
[/ es estrictamente mondtona y f,(x) # OVz € [0, €).

Ahora tomemos el caso de los intervalos de la forma (¢; — €;, ¢; + €;) sabemos
que:

sig(f'(x)) = sig(f'(¢;))\Va € (¢; — €, ¢ + €)
Para tanto para un n suficientemente grande, f,, es estrictamente mondétona
lo cual implica que ¢; es su Unico cero.
Finalmente en el intervalo [L — ex41, L] en caso que f(L) = 0 sabemos que
f'(L) # 0 por hipétesis, y dado a la convergencia de funciones podemos
argumentar que

signo(f'(x)) = signo(f'(L))Vx € [L — eny1, L]

Por lo cual este es el tnico cero.

Finalmente en el caso que f(L) # 0 sabemos igualmente que f,, — f unifor-
memente, por lo tanto | f,,(x)—f(z)| < inf(|f(L—ent1, L)|)Vr € [L—en1, L]
y dado a que f no se anula en ese intervalo entonces f,, no tiene ceros.

Asi hemos demostrado que:

n(f) < n(fr) <n(f)+1

En un intervalo dado cuando f, — f uniformemente y todas las funciones
son de clase C'1.

Lemma 1.1.4. La solucion general x(t,v) de la ecuacion diferencial z" +
D(t,z)x) = 0 puede escribirse como

x(t,v) = vt — /0 (t — s)D(s,x(s,v))x(s,v)ds
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Demostracion:
Recordando la férmula de variacién de parametros sabemos que:

X = ott) (1) +o00) [ o7 s

%X:A@X+ao

¢(t)¢*1(3) = ¢t —s) = p(t=5)A
Dado que x(0) = 0 y 2/(0) = v reescribimos la ecuacién diferencial como el

sistema:
=y

y = —xD(t, )

() =66 (i)
() =G D E) =G L6 ) Coonton)

Donde finalmente obtenemos:

entonces:

x(t,v) = vt — /0 (t — s)D(s,x(s,v))x(s,v)ds
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Capitulo 2

Principio de Ortega

El método de Ortega es un procedimiento propuesto por Rafael Ortega con el
objetivo de resolver problemas relacionados con la mecanica celeste, en este
capitulo estudiaremos en detalle las proposiciones de Ortega con el objetivo
de aplicarlas en las ecuaciones diferenciales de segundo grado estudiadas en
este proyecto.

Encontrando asi como es posible encontrar soluciones periddicas impares para
un sistema de ecuaciones que satisfacen las hipdtesis de Ortega.

2.1. Proposiciones de R. Ortega

Sea la ecuacién
2"+ D(t,2)z=0 (2.1)

donde D es una funcién de clase C' en ambas variables, en el dominio t €
[—L, L] y z € R que satisface las siguiente propiedades:

D(t,z) < D(t,0), V2 #0 (2.2)

Se cumplen las siguientes simetrias:
D(t,—=z) = D(t,z), D(—t,z) = D(t,2),V¥(t,z) € [-L, L] xR (2.3)
Asumiremos también que existe un C' > 0 tal que
|zD(t,z)| < C,Vz € R, Vt €]0, L]. (2.4)

23
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Esto implica que todas las soluciones son prolongables hasta ¢ = L, pues el
campo vectorial que define el sistema asociado de primer orden tiene creci-
miento lineal.

El propdsito de esta seccién, es mostrar un principio debido a R. Ortega [13]
que permite resolver el problema de Dirichlet

2+ 2D(t,2) =0, z(0) =z(L) =0 (2.5)

Este problema tiene sentido para todas las velocidades iniciales que podamos
fijar en virtud de la prolongabilidad hasta L de todas las soluciones.

El principio de Ortega encuentra soluciones del problema de Dirichlet con
energia cinética minima, es decir, para velocidades iniciales minimas que
hacen que el nimero de ceros en (0, L) no superen un entero dado N con
algunas condiciones adecuadas. Para estas velocidades el citado ntimero de
ceros cambia en una unidad antes y después de ellas. Estas velocidades resuel-
ven entonces el problema de Dirichlet.Para explicar el principio con mayor
formalidad, haremos algunos apuntes y definiciones necesarias.

Sea z(t,v) la tnica solucién de con las condiciones iniciales z(0) = 0y
2'(0) = v Asi mismo como z = 0 es solucién, por unicidad se deduce que si
z(t) es una solucién no trivial de (2.1)), y o € [0, L] con z(a) = 0 entonces
2'(a)) # 0. Esto significa que los ceros en el intervalo [0, L] de cualquier
solucion no trivial son simples. Esto implica que existe un ntimero finito de
ceros en el intervalo [0, L] de toda solucién no trivial de (2.1)).

Por tanto, podemos definir v : R — Z*, v(v) el nimero de ceros de z(t,v)
en el intervalo abierto |0, L[. De forma més general es posible definir n(f) :
C'a,b] — N donde n(f) el nimero de ceros de f en ]a, b|.

Sea ¢(t) la solucién de la ecuacion linealizada en z = 0:

2"+ D(t,0)z2 =0 (2.6)

con las condiciones iniciales z(0) = 0, 2/(0) = 1. Al nimero de ceros de ¢ en
el intervalo abierto ]0, L[ lo denotaremos por vy := vy(L).

Lemma 2.1.1. Se verifica para la ecuacion
v(v) < vy, Yo#0 (2.7)

Demostracion. Nétese que n(t) = z(t,v) puede verse como una solucién de la
ecuacion diferencial lineal
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n" +a(t)n =0, (2.8)

donde a(t) := D(t, z(t,v)).Vamos ahora a comparar con el oscilador (2.6)
mediante la Teoria de Comparacién de Sturm.
Dado que por hipétesis D(t, z) < D(t,0), ¥Vz # 0 entonces se puede concluir
que a(t) = D(t,z(t,v)) < D(t,0) fuera de los ceros de z(t,v). Por lo tanto
a(t) << D(t,0) En consecuencia, por el teorema de comparaciéon de Sturm,
entre dos ceros consecutivos t1,ty de la solucién z(t,v) existe un t3 €|ty o]
tal que t3 es cero de ¢ a menos que en el intervalo ]t1, ] se cumpla que
a(t) = D(t,0), lo cual no es el caso. Por lo tanto:

v(v) < 1.
Lemma 2.1.2. Dado w # 0 existe 6 > 0 dado que v(w) < v(v) < v(w) +1
si lw—wv| < §. Asumiendo que z(L,w) # 0 entonces se cumple v(w) = v(v)
si lw—w| <94, es decir, v(-) es localmente constante.

Demostracién: Para demostrar este resultado consideremos una sucesién vy,
que converge a w.Asi mismo, se define fi(t) := z(t,vx). Ahora, debido a la
continuidad y dependencia de las condiciones iniciales se obtiene que esta
sucesiéon es de clase C'1 y converge uniformemente en la topologia C! en
[0,L] a la funcién f(t) := z(t,w) cuyos ceros son simples, i.e., fr — f,
fi. — f’ uniformemente, en el intervalo [0, L]. Utilizando el resultado del lema
1 demostrado en el Apéndice A, entonces se concluye que v(w) < v(vg) <
v(w) + 1,Vk € N. Tomando el limite en la dltima desigualdad cuando k —
oo se obtiene la desigualdad requerida. Esto finaliza la primera parte de la
prueba. Asumamos ahora que z(L,w) # 0. Como f(L) # 0 podemos aplicar
ahora la parte final del lemma para concluir que v(vy) = n(f) =
n(f) = v(w). Como la sucesién de velocidades vy, era arbitraria y convergente
a w, es inmediato concluir que la funcién v(v) es localmente constante cerca
de w. En efecto, razonado por el absurdo, suponemos que para todo > 0
existe vs € [w—0,w+ 9] tal que v(vs) # v(w), en particular tomando cada vez
0= %, Vk € N tendriamos una sucesion de velocidades iniciales convergente
a w, lo que contradice la 1iltima afirmacién.

Lemma 2.1.3. Eziste un v, > 0 tal que v(v) = 1y si |v| < v,

Demostracion:
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Retomemos la ecuacion ([2.8)) con condiciones iniciales:
z(0,v) =0

2'(0,v) = v

cuya solucién la hemos denotado por z(t,v).
Sabemos del Teorema de diferenciabilidad respecto de condiciones iniciales
que z(t,v) es continua y diferenciable con respecto a t y v y que la funcién

2(t) = %(t,@)

es solucién de la ecuacion variacional
1!
2"+ a(t)z=0

con condiciones iniciales z(0) = 0y 2/(0) = 1, donde se define a(t) al evaluar
x = 0 como:

alt) = W _ D(t,0).

Pero 2(t) = §2(t,0) = lim, o 25200 — Jfm,  202)

En primer lugar notar que el nimero de ceros de z(t) en |0, L[ es por definicién

vg. Como f, := @ converge uniformemente a z(t) en [0, L] en la topologia

C' y los ceros de z(t) son no degenerados, entonces por el citado Lema el
numero de ceros de f, es mayor o igual que v, para un v suficientemente
pequeno. Combinando con el lema se alcanza la conclusion.

Lemma 2.1.4. Eziste un v* > 0 tal que v(v) =0 si |v| > v*

En virtud del Lemma se tiene que:
z(t,v) = vt — /t(t —5)D(s,z(s,v))x(s,v)ds (2.9)
0
Tomando valor absoluto en (2.9) podemos obtener la siguiente desigualdad:
lx(t,v) — vt] < /t |(t — s)D(s,z(s,v))x(s,v)||ds|
0

Ahora, sabemos por hipétesis que para un C' > 0 apropiado se cumple:

lzD(t,z)| < C, V(t,z) € [0, L] x R
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Por lo tanto combinando con la pentltima desigualdad se llega a
t
lz(t,v) — vt| < / (t — s)Cds = Ct?/2
0

Asi en [0, L] se tiene

L*C
|l’(t,U) - Ut| <

De forma similar y derivando bajo el signo de integral en (2.9) nos queda la
estimacién

t
#(t.0) =0l = | [ Dls,a(s,v))als, s
0
Ahora al aplicar de nuevo la hipdtesis de acotamiento es posible obtener:

|2’ (t,v) — vt| < LC

Consideremos ahora una sucesion arbitraria creciente no acotada vy. Luego

| (t Uk) | C

Vg, - 2vk
Asi como v, — 00 entonces € 0, y se infiere que la sucesién de funciones
fr(t) == ’;—:’“) converge unlformemente a la funcién f(t) = ¢ en el intervalo

[0, L]. De la otra desigualdad se infiere que

/
‘x(t,v) 1< LC
Vi Vk
Entonces f;(t) converge uniformemente a f’(f) = 1. Esto prueba que f

converge uniformemente a f en la topologia C1[0, L] Como f tiene ceros no
degenerados y no se anula en L entonces una aplicacion del Lema [1.1.4] nos
dice que el nimero de ceros de fr y de f en el interior del intervalo son
nimeros idénticos para k grande, entonces son iguales a cero. Por lo tanto
v(vg) = 0 para k grande. Como la sucesion vy fue arbitraria la conclusién
requerida se sigue facilmente.

Teorema 2.1.5. Asimase las hipotesis (2.2)), (2.3) y (2.4). Entonces son
equivalentes:
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» Fl problema de Dirichlet
2"+ D(t,2)z2=0, 2(0) =2(L) =0
tiene una solucion con N > 0 ceros en |0, L]

L] N<l/0.

Demostracion. Sea N > 0 tal que N < 1. Definamos
Sy ={v e (0, 0)/v(v) <N}

Esto significa que Sy corresponde a todos las velocidades iniciales que ini-
ciando en z = 0, producen un nimero de ceros no mayor a N en (0, L). Por
el lema sabemos que Sy es no vacio pues contiene grandes velocidades
v con v(v) = 0 < N. También Sy estd acotado inferiormente por 0; por lo
tanto en virtud del axioma de completitud podemos definir el niimero real
wy = inf(Sn).

Ahora, por el lema sabemos que 0 no es un punto de acumulacién en
Sn, por lo cual wy > 0. En efecto una sucesion de velocidades v, en Sy
convergiendo a 0 darfa como resultado v(v,) = vy > N para n grande, lo que
es contradictorio con el hecho de que las v,, esten en Sy.

Por definicién de infimo existe una sucesién v, — wy con v, > wy y v(vg) <
N. Ahora, por lema sabemos que v(v;) > v(wy) a partir de un & lo
suficientemente grande, esto implica que v(wy) < N lo cual significa que
wyn € Sy. Esto hace que wy sea adicionalmente el minimo del conjunto Sy.

Ahora, tomemos velocidades cerca del infimo pero por la izquierda: 0 <
wy —v < 4, donde 4 es la constante del Lema [2.1.2 Como v no estd en Sy
entonces N < v(v) < v(wy) +1 < N+ 1. Esto implica N — 1 < v(wy) < N,
y por lo tanto v(wy) = N.

En sintesis, para v y w cerca de wy con v < wy < w se tiene que N + 1 <
v(v) < viwy)+1=N+1asiv(w) =N+1yr(w) <N. Esto dice que
en wy la funcién v tiene un salto. En virtud del Lema se deduce que
z(L,wy) = 0. De lo contrario v(v) serfa localmente constante cerca de wy.
La solucién z(t, wy) es la solucién buscada del problema de Dirichlet y tiene
exactamente N ceros en (0.L).

Ahora probaremos, utilizando teorema de comparacién de Sturm, que estas
condiciones son asi mismo condiciones necesarias. Sea z(t) = z(t,v) una
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solucién del problema de Dirichlet, 2(0) = 2(L) = 0 con N ceros en (0, L.
Asi contabilizamos N + 2 ceros en el intervalo [0, L] y N 4 1 sub-intervalos
entre ellos. Comparemos las ecuaciones:

2"+ D(t,2)z=0

"+ D(t,0) =0

Por teorema de comparacién de Sturm dado que D(t,0) >> D(t, z(t)) Vt €
[0, L] entonces por cada par de ceros consecutivos de z(t) existe siempre al
menos un cero de 1, asi aparecen al menos N + 1 ceros de ¥ en el intervalo
[0.L]; por tanto N < 1.

[

2.2. Un ejemplo. El columpio

En esta seccion realizaremos una aplicacion del Principio de Ortega estudiado
en la seccién anterior a un oscilador clasico en mecanica conocido como el
columpio (swing). Este problema es cldsico y 1til para explicar la resonancia
paramétrica. (ver |2]) Se sabe que el dngulo del swing z(t) respecto de la
vertical satisface la siguiente ecuacién diferencial de segundo orden:

2" + (A + Beos(6t))sen(z) = 0, (2.10)

donde I(t) := (A4 B cos(At)) > 0 representa la longitud variable del péndulo,
con A> B >0y 6 >0 la frecuencia del columpio.

El objetivo consiste en encontrar los parametros apropiados A, B para que
este modelo tenga soluciones periédicas impares de périodo nT', T = %“,n €
N, con un nimero de ceros prefijado y arbitrario Ny. En virtud de la teoria
de comparacion de Sturm, la estrategia consiste en comparar con la ecuacion

linealizada en x = 0:
"+ (A+ Beos(6t))x =0 (2.11)
EL sistema de primer orden asociado a esta ecuacion puede escribirse como:

¥=u
u' = —(A+ Beos(6t))x
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Sea ¢(t) la solucién de la ecuacién linealizada con condiciones iniciales
»(0) = 0,¢'(0) = 1. Vamos a estimar el nimero de ceros de esta solucién
canédnica en (0,n7"/2). Llamaremos a este nimero vy(n).

Para aplicar el teorema de comparacién de Sturm debemos encontrar un
méaximo y minimo de la expresién ¢(t) := A + Bcos(0t), el cual se puede
encontrar facilmente dando como resultado ¢® < a(t) < k? con

Z=A—-B
k*:=A+B

Comencemos con la estimacion de vy(1). Aplicando el corolario del Teorema
de comparacion de Sturm sabemos que dados %1, ty ceros consecutivos de la

solucién ¢(t) de (2.11]) entonces

Tyt < X
k 2 1>

Tomaremos ¢t; = 0 como cero inicial de referencia. Ahora deseamos conocer
una estimacién del nimero de ceros en el intervalo (0, 7). Si 6 > k entonces
¢ no se anula en el intervalo (0, 7/60); por lo tanto en este caso v4(1) = 0. Por
otra parte si § € (c, k| entonces 7 < 7 < 7 por tanto no se puede asegurar
la existencia de un cero con esta metodologia.

Suponemos de acd en adelante que ¢ < ¢ es decir, 5 > Z. Comparando las
ecuaciones diferenciales:

"(t) + q(t)x =0
" (t)+cfx =0 (2.12)

Dado que la expresién z”(t) + ¢?z = 0 representa un oscilador mas lento
entonces fijando ¢; = 0 sabemos que el segundo cero de la soluciéon de la
expresion que inicia en ¢; = 0, esta exactamente en 7. Por otra parte,
en el intervalo (0, 7) existe al menos un cero de toda solucién no trivial de

(2.11)). Nétese que existe un entero m tal que:

1
mr 7 _ (m+lm
c 0 c

m m+1
— <
c

IN

c

<m+1

3
IN

O D -
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Por lo tanto c

m = bJ (2.13)

Notese que entre dos ceros del oscilador existe al menos un cero del
oscilador , entonces se puede afirmar que el oscilador tiene al
menos m ceros interiores en el intervalo (0, 7). Por tanto vy > m.

Ahora analicemos la ecuacién

2"(t) + K’z =0 (2.14)

Dado que £ < 7, representa un oscilador mas rapido que , en-

tonces entre dos ceros consecutivos de toda solucién no trivial z(t) de

tal que z(0) = 0 existe al menos un cero de toda solucién no trivial de ([2.14)).

En particular si z = ¢ esto implica que vy > m’ donde m’ es el nimero de

ceros de sin kt en el intervalo |0, 7/60]. Este nimero m’ es facil de determinar

como sigue. El primer cero positivo de la solucién sin(kt) de estd exac-
s

tamente en 7. Andlogamente al caso anterior sabemos que existe un entero
m’ tal que:

Por tanto

En sintesis, se puede delimitar el nimero de ceros interiores de ¢ de la si-
guiente manera:
m<vy <m

PESE

Sustituyendo ¢, k se obtiene la relacién

L=

< L@J (2.15)
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suponiendo que 0 < /A — B, obteniendo asi una estimacién del nimero de
ceros interiores en [0, 7/6].

De manera andloga si hace el conteo en el intervalo (0,n7/6) con n nimero
natural arbitrario fijo, se obtiene para el nimero correspondiente vy(n) la
estimacion:

nTv/A— B nTvVA+ B
——— | <p(n) < | ———|, (2.16)
2m 2m
con T' = 2x/f. Con el propdsito de encontrar un péndulo apropiado con
un numero arbitrario de ceros vy(n) en el intervalo (0,n7/w) para la ecua-
cién ([2.11)), vamos a considerar los péndulos que cumplen con las siguientes
condiciones para un Ny natural fijado de antemano.
TvVA—-B TvVA+ B
No—1< |PVAZE ) o Ny < | VAP Ny
2m 2
Por tanto podemos decir que para un Ny arbitrario, hacemos que el columpio
cumpla con las siguientes desigualdades, que seran condiciones suficientes
para que vy(n) = No:

4% (Ny — 1)2 42 N2
42 Ng 473 (No + 1)2

lo que da la regla para la determinaciéon de las longitudes minimas y maxi-
mas del columpio para obtener al menos Ny ceros en el intervalo de tiempo
(0,nm/w).

Ahora es necesario estudiar cuando ([2.10)) satisface las hipétesis del Principio
de Ortega.

Primero es necesario escribir la ecuacién en la forma , posterior-
mente debemos verificar que cumple con la simetria requerida y finalmente
que la hipdtesis se satisface, es decir, que la no-linealidad de la ecuacion
diferencial estd acotada.

Iniciemos verificando que @D cumple con

Dado que la ecuacién (2.10)) no est4 inicialmente en la forma requerida, como
x = 0 es un factor, podemos re-escribirla del siguiente modo:

o (A + Beos(0t))sen(z)

=0
x )z
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Donde D(t,z) := 24BeosO)senz) i o £ 0y D(t,0) := A + Beos(6t)

T

Primero es necesario verificar que:
D(t,0) > D(t,z), Vx # 0
Esto es equivalente a mostrar que:

sen(x)

<1, Vx#0

Aunque esta desigualdad es clasica, realizaremos una demostracion por casos
para completar:
Sea x > 1, se puede establecer la siguiente relacion:

sen(z) < sup(sen(z)) 1
r T o
Dado que = > 1 entonces:
1
sen(x) <Ly
x x
Por tanto
sen(x)
1
x

Para x = 1 basta con verificar:
sen(1l) <1

Caso: z € (0,1) Recordemos la expansiéon de Taylor de la funcién sen(z)

I A

sen(z) = — — 4+ — — —...

31 50 T
Asi mismo se puede plantear la serie:

sen(x) 2 at 2®

2 TR T

sen(x)

Supongamos por el absurdo que =

> 1. Entonces tenemos,

sen(x) T
x 31 5Tl -
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2?2 2zt 2% a8

Como las series convergen absolutamente entonces cualquier reordenacion
convergera al mismo limite, de este modo podemos escribir:

334 SL’S le .CE2 .236 51710
sTotwmt eyttt
, 1.e.,
o 4n & 4n—2

; (4nx—f— 0= ; (42 S (2.19)

Recordando que = € (0,1) se puede observar que ambas series son comple-
tamente positivas, por tanto se puede verificar su convergencia usando el
criterio de d’Alembert:

lim |an+1| =r

n—00 Oy

Si r < 1 la serie converge. Aplicando el criterio a ambas series de la ecuacion
se obtiene como resultado » = 0 por lo cual ambas series convergen.
Estudiemos ahora algunas caracteristicas de las series establecidas recordan-
do que = € (0,1), sean n,m € N tal que m > n > 1, se puede observar
que:

I4n I4m

@nt 1)~ (dm 1)

Asi mismo: s s
:L. n— :E m—

@n—1) ~ (dm—1)

Igualmente:

x(4n72) rin

>
(An—1)! ~ (4n+1)!
Por tanto dado que ambas series son enteramente positivas y todos los ele-

. 4dn—2 4n
mentos de la serie >, {in—1y Son mayores que los de la serie Yo ey
por tanto:

o0 o0 x —
; dn +1)! <nz_; 4n —1)!
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cuando z € (0,1), lo cual plantea una contradicciéon con (2.19). De esta
forma hemos demostrado que para todos los casos %@) < 1, lo cual equivale
a D(t,0) > D(t,x).

Todas estas consideraciones nos conducen al siguiente resultado que ha sido
demostrado:

Teorema 2.2.1. Sean n, Ny nimeros naturales y supongamos en que ([2.10))

0 < 0 < A— B. Supongamos que se verifican las condiciones (2.17)) y

(2.18). Entonces vo(n) = Ny y (2.10) tienen una solucion 2”7“ periddica
impar ¢y, con G(0) > 0 y con k ceros en el intervalo |0, [ para k =

0,1,.Ny—1.

La solucién positiva g siempre es minimal como solucién nT- periédica
impar con T" = 27/0, pues de lo contrario se anularia antes de n7'/2. Si
n = 1 las soluciones periddicas proporcionadas por el resultado anterior son
todas minimales.



36

CAPITULO 2. PRINCIPIO DE ORTEGA



Capitulo 3

Oscilaciones periddicas impares
en MEMS tipo peine

En este capitulo trabajaremos brevemente algunos resultados recientes de la
aplicacion del principio de Ortega a algunos MEMS electrostaticos tipo peine
[10][9], como las ecuaciones del movimiento transversal del dedo en un MEMS
tipo peine presenta singularidades, los autores en [10] proponen utilizar la
técnica de truncamiento y cotas a priori para soluciones periédicas.
Recordando la ecuacién del combdrive adimensionalizada se puede
observar que existen singularidades en x = 1 y x = —1, lo cual no permite
aplicar directamente el resultado principal del capitulo anterior. Es por ello
que en [10],[9] los autores recomiendan el método de truncamiento basado en
cotas a priori para aplicar de forma exitosa el método del disparo de R. Ortega
en este tipo de dispositivos. Este capitulo tiene entonces el propédsito de
revisar la metodologia empleada en estos trabajos recientes para la busqueda
de solucione periédicas impares en estos dispositivos.

A continuacion estudiaremos la dinamica de un dispositivo tipo peine con
entrada de voltaje constante (ver [15] para méas detalles) y revisar el concepto
de voltaje de pull in.

3.1. Analisis de equilibrio en un dispositivo
tipo peine con voltaje constante

Para una ecuacién diferencial de la forma:

37
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z 4+ f(z) =0
El sistema de primer orden asociado es:

/

¥ =y,
y =—f(x).

El cual tiene equilibrios de la forma (z*,0) y f(2*) = 0. La linealizacién de
este sistema en cada equilibrio es:

u =v

v = —f(z")u

Pues la matriz jacobiana A evaluada en el equilibrio es:

0 1
A — /
{—f (z) 0]
Asi mismo los valores propios de A pueden obtenerse de la siguiente expresion:
AN+ f(a*)=0
De esta manera los valores propios estan dados por:

A= v/ = (")

Por tanto si f' (x*) < 0 entonces A € R por lo que podemos deducir que el
equilibrio (z*(0)) es una silla. Por otra parte si f (z*) > 0 entonces A son
imaginarios puros lo cual indica que el equilibrio se trata de un centro no
lineal, pues ademads el sistema es conservativo (esto es una excepcion en el
teorema de Hartman-Grobman).

Ahora retomando la ecuacién de segundo grado del comb-drive:

La podemos reescribir de forma equivalente de la forma:

2+ f(x)=0
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con B (451)8)
f(z) =2(1- m)

De aqui los equilibrios se dan cuando f(z) = 0 Esto es:

z=0

0 2
1_ﬂ
(1—22)?

Lo cual da como resultado los siguientes puntos de equilibrio:

(07 0)7 ( 1- 2\/E'U07 0)7 <_ V 1— 2\/37}07 O)

Podemos ahora reescribir la funcién de la siguiente manera:

=0

f(@) = (1_%2)2@@:) —4502) = g(0)(Q(z) — 4502)

Defiendo:
Qx) = (1 —a?)?

Observemos el grafico de Q(x):

Del gréfico podemos observar el signo de la funcién Q(x) que serd utilizado

més adelante para determinar el signo de f’(z), igualmente podemos obser-
var la forma analitica de la derivada de la funcién Q(z) para corroborar el

resultado.

Q'(x) = 2(1 — 2”)(—22)
Q'(z) = —da(1 - 2%



40CAPITULO 3. OSCILACIONES PERIODICAS IMPARES EN MEMS TIPO PEINE

Ahora analizando en (-1,1), Q’(x) es positiva para « negativa y negativa para
x positiva. Derivemos ahora f(z)

f'(@) = ¢'(@)(Qx) — 45v;) + 9(2)Q'(x)

Ahora evaluemos en los equilibrios:

F'(0) = ¢'(0)(1 — 48v;)
Derivemos
D 322 +1
g'(x) = m

Entonces volviendo

f'(0) = ¢'(0)(1 — 48v7) = (1 — 45v;)

Si 1—4pv? > 0 entonces el equilibrio (0, 0) es un centro. As{ mismo es posible
realizar un an4lisis similar donde bajo la condicién de 1 —43v2 > 0 se cumple
que f'(xz*) < 0 para los deméds equilibrios.
Esto nos permite escribir explicitamente el voltaje de pull-in que determina
el valor limite del voltaje para que existan equilibrios estables dentro del
sistema, siendo este:
1

Upull = E
Llamaremos vy, al valor méximo que puede alcanzar el voltaje inicial pa-
ra que exista la estabilidad del sistema de ecuaciones descrito. Claramente

si este voltaje supera la expresion ﬁ/ﬁ los puntos de equilibrio calculados

anteriormente dejan de existir,lo cual puede observarse con maés detalle en
[15].

De esta manera hemos demostrado la existencia de tres puntos de equilibrio
para una ecuacion de la forma

4Bxv?2
" _ 0
r +xr= —(1—x2)2

3.2. Meétodo de truncamiento

A continuacién explicamos brevemente el método de truncamiento usado
generalmente en problemas de contorno (ver [1]) y cémo utilizarlo en dispo-
sitivos tipo peine como en [10].
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Lemma 3.2.1. ([9/) Sea 2" = ¢(t, ) donde g(t,x) es es localmente Lipschitz
en z, g : R x (a,b) — R es continua. Supdngase que existen constantes
Ry, Ry € (a,b) con Ry < Ry tal que se verifica lo siguiente Vt:

i) g(t,z) >0, b>x > Ry,

i) g(t,z) <0, a <z < Ry

Entonces toda solucion T-periddica xo(t) verifica que Ry < xzo(t) < Ra, Vit

Demostracion:

Supongamos que existe una solucién T-periddica ¢(t) tal que a < ¢(t) < b
para todo t y que se cumplen todas las hipotesis del lemma.

Asumamos que a < ¢(t) < R; entonces por continuidad para algin ¢; € R
existe un t* tal que:

mingepo,r¢(t) = ¢(t7) < ¢(t) < Ry
por lo tanto:
0<¢'(t) = g(t", g(t))
Pero por hip6tesis sabemos que dado que a < ¢(t) < R; entonces:

"

¢ () = g(t", o(t")) <0
Lo cual contradice el enunciado anterior, y concluye que:
o(t) = Ry

Ahora supongamos que Ry < ¢(t) < b, por continuidad para algun ¢; € R
existe un t* tal que:

mazicpr@(t) = ¢(t*) > é(t1) > Ry,

0> ¢"(t)
Pero por hipétesis:
¢ (") = g(t", 6(t")) >,0
lo cual genera una contradicciéon, Por tanto hemos demostrado que:

Ry < ¢(t) < Ry

Usando el lemma de cotas a priori se puede utilizar el método de truncamiento
propuesto en |9), donde dada una ecuacién de la forma z” + F(t,z) = 0, con
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F(t,x) = xD(t, x), recordando la ecuacion del movimiento de los dispositivos
tipo peine estudiados (1.10]) es posible estudiar sus cotas a priori utilizando
la siguiente expresion:

48v2(t)

F(t,z) =xz(1 — m)

primero debemos verificar las hipétesis: F'(t, z) debe ser localmente Lipschitz
en el abierto (—1, 1), debido a su simetria es suficiente con probar esta hipdte-
sis en el abierto (0,1), para lo cual se puede observar que la funcién deseada
en el abierto designado es diferenciable y por lo tanto localmente Lipschitz.
Ahora es necesario encontrar los valores R, Ry, donde debido a su simetria
—Ry = Ry, = R. Teniendo en cuenta que si R < = < 1 debe implicar
F(t,z) > 0 es necesario resolver la siguiente inecuacion:

480v%(t)

g(t,x) == —z(1 — m) >0

donde resolviendo para x obtenemos el resultado:

2| > \/1—20(t)\/B

Ahora dado que las cotas a priori deben ser independientes de t, recordando
que v(t) es una funcién continua y periédica entonces en particular tiene un
minimo global v,,;,, y de esta forma podemos plantear la desigualdad:

2| > \/1 = 20 /B > \/1 — 20(t)\/B

Encontrando asi las cotas a priori:

Ry =—-Ry

Ry = \/1 — 2vmn\/ﬁ+eo

(3.1)

con €y > 0 y pequeno.

Construccién de la funcién de truncamiento

Utilizando las cotas a priori ya conocidas y utilizando la simetria impar de
la funcién (1.10)) proponemos la siguiente funcién impar h(z) que es una
perturbacion de la identidad, y que sélo bastara definir en el eje positivo:
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r, si0<z <R
hix) =< A 3.2
(@) — 4k, siz>R (3:2)

eCSC

donde definiendo de forma adecuada las constantes de la funcién exponencial
propuesta, de tal forma que h sea una funcién de clase C*, es necesario plan-
tear las siguientes condiciones. Acd R = R, es la cota a priori del paragrafo
anterior.

R<R+exl1

donde € > 0y € € R y planteando el sistema de ecuaciones dado por h(R) = R
y M(R) = 1:

A
R:ec_R+R+€

1= —Ace °F

es posible encontrar las constantes necesarias para la funcién siendo:

1
c= -

€

A=—eet
y de esta manera se obtiene
W) z, si0<x <R (3.3)
x) = .
—eer(Bo) 4 (R+e€), siz>R

Asi mismo podemos definir:

ey h(z), stz >0
W) = {—h(—x), six <0 (3-4)

Teniendo en cuenta que la funcién h(x) es una perturbacién de la identidad,
debido a su simetria puede definirse la funcién anterior. Asi mismo los anali-
sis posteriores se realizaran utilizando h(x) notando que de forma anéloga
podréan aplicarse también en todo R utilizando h*(z).
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Ahora es posible mostrar que ( ) < 1,51 0 <z < R entonces h(z) =x
tanto @ = 1. Si z > R es necesario analizar la derivada h'(z) =

dado que = > R entonces:

1

ei(x—R)

B (z) =

siendo x — R > 0, por tanto es posible observar que h'(z) es decreciente no
negativa en x > R, asi mismo recordando que para f(z) = z, f'(z) =
Dado que por definicién conocemos que h'(R) = 1y h'(z) es decreciente no

negativa, podemos plantear:
/ W(z) < / |
R R

h(z) —h(R) <z —R
hrz)—R<x—R
h(z) <z

De esta forma hemos demostrado que:

h(x
Q <1,Vr>0
x
Asf mismo h(z) es de clase C' dada su construccién y esta acotada por el
valor € + R ya que h(z) es monotona creciente y
lim h(z) =R+e<1
Tr—00
Asi mismo en virtud de la simetria de la funcién ([1.10) es necesario tener
en cuenta que dado que D(t,x) = D(t, —x), dado que h(x) conserva el signo
entonces se cumple asi mismo que D(t, h(x)
Ahora recordando la funcién ([1.10)) si quisiéramos verla en la forma de Ortega
se dirfa que:
"+ D(t,x)x =0

donde D =1 — ?’B v 2()3, sin embargo como ya vimos al principio de esta
seccion, esta funcion D no cumple con las hipotesis de Ortega debido a su
singularidad, es por ello que utilizando los elementos calculados en esta sec-
cién construiremos una nueva D* que permita realizar calculos utilizando el
método de Ortega.
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De esta forma definimos
" +xD*(t,h(z)) =0 (3.5)

para ello en principio debemos plantear la ecuacién truncada del modo si-
guiente:

2" + h*(x)D(t, h*(x)) = 0;
pero dado que esta ecuacién no cumple con la forma de Ortega la re-escribimos
asi:
h*(x)D(t, h*(x))

T

"+ x( )=0
Ahora podemos definir:

h*(x) D(t, h*(x))

D*(t,2) = " ,siz#0
1—4BV3(t), siz =0

Teniendo en cuenta que:

i MDD h(@))

x—0 €x

=1—48V3(t)

Ahora podemos finalmente plantear la ecuacion truncada apropiada como:
" +xD*(t,x) =0 (3.7)

Ahora verifiquemos que esta funciéon cumple con las hipétesis de Ortega em-
pezando con la hipdtesis:

D*(t,x) < D*(t,0),Vx e R,z # 0

ha) 48R0
r (I R@)p

D*(t,z) =

Dado que ya hemos mostrado en la definicién de h(z) que hie) < 1, probare-

xX
mos que:
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45“2(75) 02
Itk 4pv(t)

1

TEraid

Dado que x € (0,1) entonces (1 —2%)? < 1 por tanto hemos demostrado que
dado x € (0, 1) entonces:
D(t,x) < D(t,0)

Retomando ahora la expresién:

h(z), . 480v%(t)
I e

Dado que:
lim h(z) =R+e<1

T—00

podemos decir que h(zx) € (0,1) Vo € R,z # 0 y asi se cumple que:

D(t, h(z)) < D(t,0)

h(zx)

recordando que == < 1 se valida que:
x

@D(t, h(x)) < D(t,0)
si D(t,h(xz)) > 0. En el caso de que el signo de la ultima expresién sea
negativo, serd obvia la desigualdad anterior pues D(t,0) > 0 en virtud de
la condicién sobre los voltajes 1 — 48v%(t) > 0. Nétese que los argumentos
anteriores implican la desigualdad buscada para los x negativos en virtud de
las simetria impar de h y la simetria par en z de la D.
De esta forma hemos demostrado que:

D*(t,z) < D*(t,0),Ve €e R,z #0

Asi mismo como se ha hecho evidente en la construccién de la funcién ([3.5)),
se conservan las simetrias que ya se habian trabajado en ([1.10]), por tanto
solo queda demostrar que:

lzD*(t,z)| < C,Vx € R
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para cierta C' > 0. Si # = 0 el resultado es trivial ya que D*(¢,x) esta bien
definido en z = 0 y se obtiene:

0<C

Por otra parte si z # 0 entonces:

zh(z)D(t, g(x)
x

|h(x)D(t, g(x))]

Por definicién h(z) < R+¢€y dado que ya probamos que D(t, g(x)) < D(t,0)
en el resultado anterior es posible acotar de la siguiente manera:

|h(x)D(t, g(x))| < (R+€)(D(t,0))
Dado que D(t,0) depende de t es necesario analizar:
D(t,0) = 1 — 4B8v*(t)

en particular como ya sabemos que la funcién v(t) es continua y acotada
entonces existe un t* tal que v(t*) = vpin:

1 —4Bv3(t) < 1—4Bv2,, = D(t*,0)

Asi mismo dado que D(t,0) es positivo podemos plantear:
h(x)D(t, g(x))| < (R+ €)(D(t",0))
De esta forma hemos demostrado que:
|leD*(t,z)| < (R+¢)D(t*,0) < C
Asfi efectivamente la funcién:
" +xD*(t,x) =0 (3.8)

cumple con todas las hipotesis de Ortega, ahora verificaremos que las cotas
a priori son las mismas que las de la ecuacién , dado que la funcion
truncada cumple con las simetrias requeridas es posible realizar un analisis
similar:
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Fitz) = xh{ix) (1- (14_522272))2>

Dado x # 0 es necesario estudiar entonces el siguiente signo:

45v%(t)
(1= h?(x))?

()] > /1 —20(t)\/B

utilizando v,,;, planteamos:

h(@)] > 1= 20m0/B > /1 = 20(0)v/5,

Como por construccién h(x) > Ry si z > Ry entonces obtenemos las mismas
cotas a priori que la ecuacién ooriginal:

—h(z)(1 - )>0

Despejando h(x)

Ry = —R

RZ = 1— 2/Umm\/B + €

Asi hemos mostrado que la ecuacion truncada cumple con todas las
hipétesis de Ortega y tiene las mismas cotas a priori que la ecuacién ,
por tanto podemos ahora aplicar el método de Ortega para obtener resultados
sobre la ecuacion truncada de esta forma garantizando que las soluciones
periddicas impares obtenidas son las mismas soluciones de la ecuacion MEMS
original.

Como ya sabemos que la ecuacion cumple con las hipdtesis de Ortega
entonces es posible aplicar los resultados del principio de Ortega descrito en
el capitulo anterior. Para ello trataremos la ecuacién truncada que hemos
planteado como la ecuacion:

2"+ D*(t,2)z2 =0

En particular recordemos la funcién ntmero de ceros v(f) : Ca,b] — N
donde n(f) es el nimero de ceros de f en (a,b). Las proposiciones de Ortega
definen vy como el nimero de ceros internos en el intervalo (0, L) de la solu-
cién ¢(t) con condiciones iniciales z = 0, z/(0) = 1. Donde ¢(t) es la solucién
de la ecuacion z” + D(t, z)z = 0 linealizada en z = 0.
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Linealizando la ecuacién (3.8)), obtenemos:
o+ z(1 —4Bv*(t)) =0

que es la ecuacion (|1.11)) que estudiamos en el capitulo 1. Recordando la
expresion ([1.17)), podemos delimitar v utilizando las propiedades fisicas del
dispositivo usando la siguiente expresion:

{\/1 —48(V, + 5)2J < {\/1 —48(V, — 5)2J

w W

Asi mismo gracias al teorema sabemos que un problema que satisfaga
las condiciones de Ortega tiene una solucién periddica con N > 0 ceros en
(0, L) cuando z(0) = z(L) = 0 y asi mismo N < .

De esta forma para la ecuacién sabemos que dado que el nimero de
ceros N de cualquier solucion periddica impar esta acotado por vy:

N <y

Sea Ny un numero natural. Queremos ajustar los parametros del dispositivo
para obtener soluciones mT-periddicas impares con oscilacién prescrita por
debajo de Ny. Para ello usaremos la estimacién de vy dada arriba. La esti-
macién de arriba es valida par periodo mT con m natural, en cuyo caso la
frecuecia w cambia por mT /2.

Su forzamos a la desigualdad anterior de estimacion de v a estar acotada por
abajo por Ny y por arriba por Ny+ 1 podremos obtener condiciones sencillas
de ajuste para que vy sea o Ny o Ny+ 1m lo que da un intervalo cerrado pera
los voltajes maximos y minimos (ver el siguiente Corolario).

Mas especificamente tendremos la siguiente condicién:

1— (No+1)2w2  [1— N2w?,
Umazy Umin € [\/ 45 9 450 ]7

donde wyym = QmT“ donde impondremos también que
1— (No+1)%2 > 0.

Hemos probado entonces el siguiente resultado central del articulo [9] y su
version practica que permite estimar vo(m).
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Teorema 3.2.2. Sean N, vy numeros naturales y supongamos en que (|1.10))
1 —4Bv*(t) > 0. Asi mismo para (3.8) se verifican las condiciones (77),

(7?). Entonces mug(n) = myy y (1.10) tiene una solucion 2;”—M” periodica
impar pr(0) > 0 y con k ceros en el intervalo (0, o= para k =0,1, .19 — 1.

Asi mismo como ya se ha planteado en la pagina 5 del articulo [9], obtenemos
el siguiente resultado:

Corolario 3.2.2.1. Dada la ecuacion ((1.10]) donde v(t) < ﬁ, vVt € R para

L= ’;‘—;{, con m natural. Sea Ny un niumero natural mayor a 2.
Asumir que T > %ﬁl) y ademdas
1 — (Ng+ 1)2w? 1 — N2w?
Umazs Umin € [ ( u ) ) - ]
4p 46

Entonces vy = Ny o vy = No+1. Asi mismo la ecuacion (1.10)) tiene una solu-
cion mT -periédica impar con k ceros en (0, mTT) para cada k = 0,1, ..., Ng—1



Capitulo 4

Simulaciones y resultados
numeéricos

A continuacién utilizaremos el método descrito en los capitulos anteriores,
recordemos que la ecuacién (|1.10)) y asi mismo las propiedades del dispositivo:

1 —4Bv%(t) > 0

L::m—T
2

Utilizando el corolario [3.2.2.1] podemos encontrar los parametros de control
Ny, asi como la relacién de (3, la frecuencia y los voltajes. Finalmente utili-
zando el truncamiento podemos satisfacer las hipétesis de Ortega para
asi computar de forma apropiada las ecuaciones de los siguientes dispositivos.
De esta manera proponemos el siguiente procedimiento para aplicar el méto-
do de Ortega en un dispositivo MEMS lineal tipo peine.

Consideremos la funcién truncada asociada a , dado que como
hemos visto, esta ecuacién satisface las condiciones de Ortega como hemos
visto en secciones anteriores, de esta manera a continuacion ilustramos el
procedimiento del método de Ortega.

Procedimiento

Sea v(v) la funcién nimero de ceros asociada a la ecuaciénn truncada equi-
valente(3.4)), sean m, Ny valores fijos como los plantea el teorema m Por

o1
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tanto sabemos que existen las siguientes velocidades reales positivas
velg, vely, ..., vely, 1

tal que f(%L,vel,) = 0y v(vel,) = N, para n = 0,..., Ny — 1 entonces
existe un dy > 0 tal que v(v) = N + 1 Vv € [vely — dn,vely) y v(v) = N,
Vv € (vely,vely + dn]. En otras palabras v(vel) es una funcién constante
localmente en una vecindad y cambia mediante saltos de valor exactamente
1. Asi mismo estos saltos ocurren exactamente en vely.

Tengamos en cuenta que inicialmente no conocemos una estimacion de las
velocidades criticas vely ni tampoco la extensién de la vecindad dy. Por
ello el proceso que realizaremos es buscar obtener una estimacién de vely
encontrando algin valor perteneciente a la vecindad [vely,vely + dy] una
vez obtenido este representante podemos utilizar un método de aproximacion
para precisar a un valor lo méas cercano posible a vely como explicaremos a
continuacion.

Procedimiento de aproximaciéon de la velocidad critica

Dada la estructura escalonada de la funcién v(v) entonces cualquier v €

[vely,vely + dy| satisface nu(v) = N, asi mismo de acuerdo al teorema
sabemos que resolviendo el sistema de condiciones iniciales (3.4]) con
r = 0y 2’ = vely obtenemos una solucién F(t), donde F(L) = 0. Por

tanto definamos un paso p, tal que p < |[vely,vely + dn]|. Sea v(c), v(c+p),
v(c—p) candidatos, ahora seleccionamos la direccién apropiada seleccionando
el candidato que genera la solucion tal que |F'(L.)| se acerca més a 0. De forma
iterativa seleccionamos nuevos candidatos hasta encontrar uno que cumpla
con los niveles de tolerancia, en caso que v(v.) # N y v. # vely entonces

__ C—DPanterior
Pruevo = 2

Iteracién

Ahora debemos realizar el mismo procedimiento anterior para todos los N
para encontrar de esta manera todos las velocidades criticas, una vez hemos
encontrado las velocidades criticas tenemos todas las soluciones periddicas
impares de la ecuaciéon trabajada.
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4.1. Dispositivo 1

Para un dispositivo con los siguientes parametros: Ng = 4, m = 1, f =
4.427 x 103 V=2, w = 0,1, vy = 6.697 684 163 705222V, § = 0.189 709 177 328 008 V..

Este sistema presenta soluciones peridédicas impares con 0,1, 2,3 ceros inte-
riores y sus velocidades criticas respectivamente:
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Figura 4.1: Grafica de las soluciones periddicas impares obtenidas para el
Caso 1 por individual (intervalo [0, 77).
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Verit(0) | 0.085457647566
Verit(1) | 0.085456604074
Verit(2) | 0.085256195538
Verit(3) | 0.070645424958

4.2. Dispositivo 2

Para un dispositivo con los siguientes parametros: Ng = 2, m = 3, § =
4427 x 1073 V"2 w = 0,9, v9 = 4.643709343412434V,§ = 0.751 073636 7309174 V.

0.3 4

064 0.2 4

0.5 4 0.14

oA 0.0

z1(t)

0.14

—0.2 4

~0.3 4

—0.4 1
0.0

Figura 4.2: Gréafica de las soluciones periédicas impares obtenidas para el
Caso 2 por individual (intervalo [0, 77).

Verit(0) | 0.3654980555008
Verit(1) | 0.2303360965225

4.3. Dispositivo 3

Para un dispositivo con los siguientes parametros: Ng = 3, m = 2, § =
4427 x 1073 V72, w =04, vy = 5.2603335544V, § = 0.75147622205 V.
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Figura 4.3: Gréfica de las soluciones periddicas impares obtenidas para el
Caso 3 por individual (intervalo [0, 77).

Verit(0) | 0.0.2381666719
Verit(1) | 0.237181518411
Verit(2) | 0.210091503921

4.4. Revision de resultados

En los distintos modelos de los dispositivos se puede observar en sus graficas
de soluciones periddicas impares, la no linealidad de la ecuacion diferencial
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(1.10]), asi mismo se observa que a mayor velocidad inicial usada en el méto-
do del disparo, se obtiene un menor nimero de ceros, asi mismo existe una
familia de soluciones con cantidad de ceros prescrita. Sin embargo, gracias a
las adaptaciones de los principios de Ortega que se han revisado de la litera-
tura reciente y desarrollado en detalle en este trabajo, es posible determinar
que existen soluciones mT-periddicas impares, estudiando el problema de
contorno en medio perfodo z(0) = z(mT1/2) = 0.

Con los resultados actuales no se conocen propiedades de estabilidad de las
soluciones, sin embargo [9] estudia la estabilidad de las soluciones desde el
punto de vista numérico. Las simulaciones concuerdan muy bien con los re-
sultados tedricos enunciados al final del capitulo 3 y demostrados a lo largo
del mismo.



Conclusiones

= Es posible aplicar el principio de Ortega en osciladores MEMS tipo
peine, y de esta manera encontrar soluciones periddicas impares para
el movimiento transversales del peine de un dispositivos micro electro
mecanico tipo comb-drive. Para ello debe realizarse un proceso de trun-
camiento que garantiza las condiciones propuestas por los principios de
R. Ortega.

= El método de Ortega es valido para distintos tipos de osciladores con
simetria y condiciones apropiadas, no solo es posible aplicarlo en el
estudio de los cuerpos celestes, sino que también tiene aplicacién en
dispositivos fisicos tales como el péndulo de longitud variable y los

MEMS.

= El método de Ortega requiere un alto nivel de precisién en los me-
canismos de calculo ya que, a pesar que la funciéon para contar ceros
interiores solo requiere un mallado apropiado para las soluciones, se re-
quiere una precision bastante alta para determinar cuando se considera
que una solucién es la solucién periddica impar (se requiere una tole-
rancia pequena para determinar cuando x(L) = 0.) Consideramos que
pueden existir futuras investigaciones para precisar con menor costo
computacional cuando una solucion es la deseada. Acé se ha afinado la
solucion periddica detectando el cambio del niimero de ceros internos
en medio periodo manejando una tolerancia, con la velocidad inicial
del disparo.

= La teoria de comparaciéon de Sturm permite estudiar el sistema lineali-
zado de la ecuacion de movimiento de dispositivos micro-electro mecani-
cos, v es posible también aplicarla para inferir propiedades del sistema
no lineal. Sin embargo a pesar de que es posible acotar y obtener al-
gunas caracteristicas de la solucion tal como una cota superior para el
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nimero de ceros, se hace necesario un principio variacional de minima
energia cinética en el modelo no lineal para encontrar soluciones pe-
riddicas impares. Es importante destacar la forma muy asimétrica y no
lineal de las soluciones impares en medio periodo para el modelo MEMS
estudiado. Ajustando entonces adecuadamente los voltajes DC y la am-
plitud AC 4 es posible obtener una respuesta periddica con oscilacion
prescrita. Sin embargo no sabemos nada sobre la estabilidad de dichas
repsuestas periddicas simétricas. Finalmente, el balance muestra que se
han cumplido con los objetivos del proyecto y més aiin se han revisado
y desarrollado en detalles extensiones de la literatura reciente sobre los
principio de R. Ortega para un dispositivo micro-electromecénico tipo
peine lineal.
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