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Introducción

En este trabajo nos enfocamos en la existencia de soluciones periódicas
impares con un número determinado de ceros en una familia de ecua-
ciones diferenciales de segundo orden. En especial consideramos el mo-
vimiento oscilatorio de dispositivos micro electro mecánicos (MEMS)
de tipo peine. Exploraremos condiciones suficientes en los parámetros
de control y en la naturaleza del oscilador para encontrar soluciones
periódicas impares con un número de ceros determinado. Este traba-
jo es inspirado por la propuesta de Rafael Ortega [3] para encontrar
soluciones periódicas impares en un problema Sitnikov con caracteŕısti-
cas especificas y busca explorar la propuesta dada para un problema de
mecánica celeste a otro campo de aplicación. La propuesta o método de
Ortega utiliza elementos clásicos y la teoŕıa de comparación de Sturm
para encontrar soluciones periódicas impares de una familia de oscila-
dores. Debido al posible alcance de este método que utiliza elementos
sencillos buscamos lograr una aplicación numérica a un problema de
una ecuación con singularidad como lo es el movimiento oscilatorio de
los dispositivos MEMS de tipo peine.
Este trabajo estudiará el movimiento lateral de los dispositivos micro
electro mecánicos de tipo peine.
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En la ilustración anterior se pueden observar las distintas componentes
que conforman este tipo de dispositivos, en el cual nos vamos a centrar
en el movimiento del electrodo central entre las dos placas. El movi-
miento descrito en esta gráfica es conocido como movimiento lateral y
es gobernado por la siguiente ecuación de movimiento:

mx′′ + kx =
εLV 2

AC

2m

(
1

(d− x)2
− 1

(d+ x)2

)
,

d : Distancia entre el diente y las placas en reposo.
m : Masa del electrodo central o diente.
ε : Constante dieléctrica en el vaćıo.
L : Longitud de la porción del diente que interactúa con las placas.
VAC : Entrada de voltaje
Por medio de un proceso de adimensionalización[4],[1] eligiendo uni-
dades adecuadas de tiempo y longitud, es posible obtener la siguiente
EDO equivalente:

(1) x′′ + x

(
1− 4βv2(t)

(1− x2)2
)

= 0 (−1 < x < 1),

donde hemos introducido un voltaje periódico de entrada de la forma
(corriente AC-DC) :

v(t) = v0 + δp(t)

con p definido por:
p(t) = cos(ωt)

Que será el objeto de estudio de este proyecto.

1. Fundamentos Teóricos

Este proyecto utilizará el procedimiento propuesto por Rafael Ortega
[3] para un problema de mecánica celeste. Es estudio de este método
conlleva elementos más sencillos como lo es el teorema de comparación
de Sturm:

Teorema 1.1. Sean u, v soluciones reales no triviales de:

(2) u′′ + q(t)u = 0

(3) v′′ + q1(t)v = 0

Donde q(t), q1(t) son continuas para todo t. Si t1 < t2 son ceros conse-
cutivos de u entonces v se anula al menos una vez en (t1, t2) a menos
que en ese intervalo q(t) ≡ q1(t) y v(t) ≡ ku(t), para k ∈ R
De esta manera es posible entender el método de ortega que plantea
que dadas las siguientes condiciones:
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(4) D(t, z) < D(t, 0), ∀z 6= 0

(5) D(t,−z) = D(t, z), D(−t, z) = D(t, z),∀(t, z) ∈ [−L,L]× R
Asumiremos también que existe un C > 0 tal que

(6) |zD(t, z)| ≤ C, ∀z ∈ R, ∀t ∈]0, L[.

entonces se plantea:

Teorema 1.2. Asúmase las hipótesis (4), (5) y (6). Entonces son equi-
valentes:

El problema de Dirichlet

z′′ +D(t, z)z = 0, z(0) = z(L) = 0

tiene una solución con N ≥ 0 ceros en ]0, L[
N < ν0.

De esta manera estudiamos como por medio del conteo de ceros ob-
tenidos utilizando el teorema de Ortega es posible encontrar solucio-
nes periódicas impares para una ecuación diferencial que satisface las
hipótesis planteadas. Aśı es posible computar por medio de métodos
numéricos más sencillos como la bisección soluciones que en medio pe-
riodo tengan ceros tanto su punto de partida como al final del medio
periodo.

2. Resultados

Utilizando un proceso de truncamiento y el corolario para determinar
condiciones iniciales propuesto en [2] es posible encontrar una ecua-
ción diferencial que contiene las mismas soluciones periódicas impares
que(1) y aśı mismo satisface las condiciones para aplicar las condiciones
de Ortega:

(7) x′′ + xD∗(t, x) = 0

donde

(8) D∗(t, x) =


h∗(x)D(t, h∗(x))

x
, si x 6= 0

1− 4βV 2(t), si x = 0

(9) h(x) =


x, si 0 ≤ x ≤ R

A

ecx
+ k, si x > R



4 RAFAEL SANTIAGO BEDOYA

R < R + ε < 1

R =

√
1− 2vmn

√
β+ε0

Aśı, en un dispositivo con las caracteŕısticas: N0 = 4, m = 1, β =
4.427× 10−3 V−2, ω = 0,1, v0 = 6.697 684 163 705 222 V, δ = 0.189 709 177 328 008 V.
Este sistema presenta soluciones periódicas impares con 0, 1, 2, 3 ceros
interiores y sus velocidades cŕıticas respectivamente:
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(a) N = 0.
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(b) N = 1.
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(c) N = 2.
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(d) N = 3.

Figura 1. Gráfica de las soluciones periódicas impares
obtenidas para el Caso 1 por individual (intervalo [0, T ]).

Concluyendo que es posible aplicar el método de Ortega a un sistema
con singular como lo son los dispositivos micro electromecánicos de tipo
peine utilizando los elementos teóricos estudiados en este proyecto.
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